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Resumo

O presente trabalho tem como principal objectivo o estudo de relacoes de comutacao do tipo
AB = BF(A),

onde A e B sao operadores lineares e F' é uma funcao polinomial através de operadores
integrais lineares limitados definidos em espacos LP. Pretende-se determinar representantes e
apresentar propriedades algébricas associadas ao reordenamento de elementos que pertencem
a essa algebra de representantes. Sao estabelecidas condicoes sobre os nicleos dos operadores
integrais que garantem a validade da relacao de comutacao para polinémios gerais F'.

Palavras-chave: Relagoes de comutacao, operadores integrais, espacos LP, reordenamento,
polinémios.
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Abstract

The main objective of this work is to study commutation relations of the type
AB = BF(A),

where A and B are linear operators and F' is a polynomial function, through bounded linear
integral operators defined on LP spaces. The aim is to determine representatives and to present
algebraic properties associated with the reordering of elements belonging to this algebra of
representatives. Conditions are established on the kernels of the integral operators that ensure
the validity of the commutation relation for general polynomials F'.

Keywords: Commutation relations, integral operators, LP spaces, reordering, polynomials.



Simbologia

Neste trabalho, sao utilizados os seguintes simbolos e convencoes:

(] significa fim da demontracao;

() designa conjunto vazio;

e N ¢ o conjunto dos niimeros naturais;
e 7 é conjunto dos nimeros inteiros;

e R é o conjunto dos ntimeros reais;

X xY é o produto directo dos conjuntos X e Y

| - | designa alguma norma em R;

|| - ||x designa norma no espago normado X;

e N: X — Y | significa que o operador N actua do espago X para o espaco Y;

e f(-,u) é uma funcao do primeiro argumento em que o segundo argumento nao varia;
e P(X) é conjunto das partes de X ;

¢ (5,3) designa um espago mensuravel;

e B(R) é o-dlgebra de Borel em R;

e A\ B é diferenca entre os conjuntos A e B;

e AAB é diferenca simétrica entre A e B;

e ALl B é uniao disjunta dos conjuntos A e B;

e /~1(B) pré-imagem do conjunto B pela fungao f;

e Y4 funcao caracteristica do conjunto A;
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vil

e = implica;

® & se e somente se;

V para todo;

3 existe;

C inclusao de conjuntos;

e U uniao de conjuntos;

N interseccao de conjuntos;

I indica o operador identidade;

LP(R) representa o espago das fungdes p-integréveis sobre R;

ka(t,s) e ky(t,s) representam nicleos integrais associados aos operadores A e B;

;27 é o simbolo de somatério (soma dos termos com indice j de 0 a n);

-

0

J

e [] u; é osimbolo de produtério (produto dos termos u; para j =1,...,n);
j=1

e Para combinagoes binomiais: (’:) indica o nimero de combinagoes de ¢ elementos entre n,
: n n!
definido como | . | = ——, nl=nn-1)---1;
i il(n —1)!

e A é o fecho do conjunto A;

e supp(c) é o fecho do conjunto dos pontos de X onde a fun¢ao ¢ nao se anula.
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Introducao

As relagoes de comutagao constituem um tema central no estudo de estruturas algébricas e de
operadores, desempenhando um papel fundamental na anélise de sistemas nao comutativos|14].
Neste trabalho vamos nos focar nas relacoes da forma

AB = BF(A), (1)

em que A e B pertencem a uma algebra associativa e F é uma funcao polinomial. Este
tipo de relacao surge em diversos contextos da matemadtica, sendo identificado por diferentes
denominacoes, como relacoes de covariancia, produto cruzado, produto semidirecto e relagoes
de anéis de polinémios enviesados([5], [6], [3], [15]).

No ambito da matemadtica pura, estas relagoes aparecem em areas como teoria de algebras
de Lie, g-deformagdes, grupos quanticos, algebras de operadores e andlise funcional. A sua
importancia prende-se, entre outros aspectos, com a capacidade de descrever e classificar re-
presentacoes de operadores, bem como de investigar propriedades espectrais e estruturais de
algebras nao comutativas. A iteracao da funcao F' estabelece ainda uma ligagao natural com a
teoria de sistemas dinamicos, permitindo reordenacoes eficientes de expressoes nao comutativas
e favorecendo abordagens sistematicas para o estudo de fenémenos relacionados com espectros
e decomposigoes(veja em [3], [10], [11], [18]). Do ponto de vista fisico, estas relagoes sao igual-
mente relevantes. Em mecanica quantica, por exemplo, os operadores de posicao e momento
satisfazem as conhecidas relagoes candnicas de comutagao de Heisenberg, cuja exponenciacao
conduz a operadores que obedecem a expressoes do tipo (1). Em teoria quantica de campos e
informacao quantica, estruturas analogas descrevem interagoes entre observaveis e a evolugao
temporal de sistemas quanticos. Estes modelos evidenciam como a compreensao matematica das
relagoes de comutacao fornece a base tedrica para o desenvolvimento de tecnologias quanticas

emergentes, como a computac¢ao quantica e protocolos de comunicacao segura([3], [15], [17] ,
22])

Virios autores estudam estas relagoes de comutacao, utilizando ferramentas da teoria espectral
e de espagos de Hilbert, considerando operadores normais, unitarios ou autoadjuntos ([4], [10],
[11], [18], [21], [23]). Veja, por exemplo, em [4], [11], [18], [21], [23], onde s@o discutidas relagoes
importantes entre operadores, a actuacao funcional de polinémios sobre operadores e a andlise
dos zeros destes polinomios. Tais resultados permitem caracterizar solucoes possiveis destas
relagoes, revelando propriedades estruturais relevantes dos operadores envolvidos ([3], [5], [10],
[14]).

Neste trabalho, desenvolvemos métodos para a construcao directa de representagoes das relagoes
de comutagao de covariancia da forma em (1) por operadores integrais lineares limitados em
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espagos de funcoes integraveis de grau p, p > 1. Focamo-nos na construgao e nas propriedades
de representagbes nao triviais (com B # 0) destas relagoes. Consideramos representagoes
através de operadores integrais lineares definidos por nicleos que satisfazem diversas condicoes,
e derivamos condicoes sobre tais funcoes de niicleo de modo que os operadores correspondentes
satisfagam as relagoes de comutagao para polinémios gerais F' e para casos especiais de interesse,
como polinémios afins, quadraticos ou mondémios de qualquer grau. Além disso, derivamos
algumas formulas de composicao e reordenamento para os operadores envolvidos.

O trabalho esta dividido em trés capitulos, logo apds a introducao , no capitulo 1, apresen-
tamos conceitos bésicos e terminologias tais como &algebra e o-algebra, espacos mensuraveis
e de medida, além de operadores lineares e do integral de Lebesgue. No capitulo 2 introdu-
zimos relagoes de comutatividade e estudamos condicoes necessérias e suficientes para que os
operadores lineares integrais satisfagam relagdes de comutagao da forma em (1). No capitulo 2
estudamos o reordenamento de formas envolvendo representantes de relagoes de comutacao da
forma em (1).
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Objectivos

1. Objectivos Gerais:

(a) Estudar relagoes de comutatividade envolvendo operadores lineares integrais.

2. Objectivos Especificos:

(a) Revisar a teoria de medida, operadores lineares integrais em LP e propriedades
bésicas da relacao de comutatividade envolvendo estes operadores;

(b) Deduzir condigoes necessarias e suficientes da relagdo de comutatividade AB =
BF(A) envolvolvendo operadores lineares em espagos L?;

(¢) Deuduzir propriedades e férmulas de reordenamento das mesmas.

Metodologia

O presente trabalho é baseado na pesquisa bibliografica de livros, artigos de revista e outras
publicacoes relacionadas com o tema. Exploramos os elementos da Teoria de Conjuntos, Logica,
Topologia, Algebra Linear, Teoria de Medida e Analise Funcional. O trabalho foi realizado
seguindo as normas de elaboracao de monografia exigidas pela instituicao e para escrever o
texto do trabalho usamos o software KTEX.



Capitulo 1

Conceitos e Proposicoes Preliminares

1.1 Algebras e o-algebras

Nesta sec¢ao, iremos apresentar os conceitos fundamentais de dlgebra e o-algebras de conjuntos,
destacando as suas propriedades basicas e exemplos ilustrativos. Pode ver com mais detalhes
em [2], [12], [20].

Definigao 1.1.1. [2/ Uma dlgebra de conjuntos A € uma classe de subconjuntos de um conjunto
fixo X (que se chama espago) tal que:

(i) X e o conjunto vazio ) pertencem a A;

(ii) se A,B€ A, entio ANBe A, AUBe€A e A\BeA.

Seja X um conjunto arbitrario e £ contido na familia de todos os subconjuntos de X.

Definigao 1.1.2. [12] Um sistema de conjuntos € é chamado de anel de um conjunto X se
AUBe &, A\Be& e ANB¢€&, sempre que A,B € &

Exemplo 1.1.1. O sistema de todos subconjuntos P(X) dum conjunto ndo vazio X € um
anel. De facto, se A,B € P(X), entio AUB C X, A\BC X e AnNB C X. Logo,
AUB, A\ B,AN B € P(X). Assim, pelas condigoes da definicio, P(X) é um anel de
conjuntos.

Exemplo 1.1.2. O sistema {0, X} é um anel. Sejam A, B € {0, X}. De facto, se A =10 ou
B =0, entao as operacoes de unido, interseccao e diferenca dao sempre como resultado () ou

X. Se A=B=X,entio AUB=X, A\B=0e ANB=X.
Proposicao 1.1.1. [12, Capl, pg7] € é anel se e s6 se ABeE=ANBec& e AANBEeCE.
Teorema 1.1.1. [12, Capl, pg8] A intersec¢ao de qualquer conjunto de aneis é um anel

Definicao 1.1.3. £ chama-se semi-anel se sao validas as condigoes sequintes:

1. 0 eé&;
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2. Se A,B €&, entao ANB € &€ (a familia € € fechada em relagdo as intersecgoes finitas);

3. Se A,Be€& eBC A entio existemn €N el; € € i=1;2;...;n tal que A\B =" 1.
Observacao 1.1.1. A\ B=U!,1; é a unido de conjuntos disjuntos I;.

Exemplo 1.1.3. Seja X = {a;b;c}. As familias de subconjuntos de X

&1 = {0;{a}; {b}} e & = {0; {a}; {b}; {c}; X}

sao semi-anéis do conjunto X . Verifiguemos as condigoes da defini¢do:
e temos o conjunto vazio em ambas familias, isto €, 0 € & e ) € &y;

e verifiguemos se as interseccoes de elementos de cada uma das familias resulta num elemento
da mesma familia. Em & :

0n0=0, 0n{al=0, On{p} =0, {a}n{a}={a}, {B}n{o}={p}, {a}n{p} =0
Em & :

DND=0, 0n{a}=0, On{L}=0, 0n{c}=0, INX =0,

{a} n{a} ={a}, {0} {0} ={b}, {c}n{c}={c},

{a}n{b} =0, {a}n{c}=0, {a}nX={a},

{orn{ct =0, {BnX={b}, {nX=/{c}

XNX=X;

e verifiquemos se temos todas diferencas como unioes disjuntas. Em & :

{ap\0={a}, {0}\O= {0}, {aj\{0} ={a}, {0}\{a}={0}, O\{a} =0, 0\{b} =0.
Em 52.'

X\ {a} ={oyudct, X\{b} ={ajU{c}, X\{c}={a}u{b},
{a}\0={a}, {0}\O={b}, {c}\O0={c}, O\ A=0 para qualquer A € &

Como todas as trés condi¢oes da definicdo sao satisfeitas, concluimos que & e E sao semi-
anéis do conjunto X .

Exemplo 1.1.4. Seja X =R. A familia de intervalos abertos 1, = {0} U {]a;b[: a < b < oo}
e a familia de intervalos fechados Ir = {0} U {[a;D] : a < b < oo} nao sao semi-anéis, mas
as familias de intervalos semi-fechados a esquerda I, = {0} U {[a;b]: a < b < oo} e a direita
I ={0}U{]a;b] : a < b < o0} sdo semi-anéis. De facto, para que I, seja semi-anel deve ser
fechada relativamente a intersec¢ao finita. Porém tomando temos |0,2](€ I, e |1,3[€ I,:

10,2[\]1, 3[=]0, 1

1sto €, a diferenca de dois intervalos abertos pode ser expressa como unido de intervalos. No
caso de intervalos fechados I, se [0,2]\[1,3] = [0, 1], obtemos um intervalo que ndo é fechado,
assim, o intervalo nao pertence a Ir. Portanto I, e Ir nao satisfazem a condicdo 3 da definicao
de semi-anel.

Por outro lado, os intervalos semi-fechados a esquerda I. e a direita I; sao semi-anéis. De
facto,
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e Nl 0ely;

o Verifiquemos se a familia I, € fechada em em relacao a interseccao. Para quaisquer
[a,b],[c,d[€ [, c¢<d< o0,

la, b[N]c, d|= [max{a, c}, min{b, d}[€ I,
se a intersec¢ao nao for vazia. Analogamente, para intervalos a direita

la, b]N]e, d] =] max{a, c}, min{b, d}] € 1,.

o Verifiquemos se a diferenca de intervalos é sempre uma unido finita de intervalos semi-
fechados do mesmo tipo. Para os conjuntos |a,b|, [c,d[€ 1. com [c,d[C |a,b],

[a, b\[¢, d[= la, c[ L [d, 0],

ou apenas um intervalo se ¢ = a ou d =b. Analogamente, para |a,b]\|c,d] =]a, cJU]d, b].

Como todas as condigcoes da definicdo de semi-anel sao satisfeitas, concluimos que I, e I; sdo
semi-anéis de R.

Observacao 1.1.2. O semi-anel € mais geral em relagao a anel, pois todo anel € um semi-anel,
mas a reciproca nao € verdadeira. Um exemplo é a familia dos intervalos semi-abertos da forma
do Exemplo 1.1.4 que € um semi-anel, mas nao € um anel, pois a uniao de dois intervalos desse
tipo nao €, em geral, um intervalo semi-aberto do mesmo tipo.

Definicao 1.1.4. Um conjunto A € chama-se de enumerdvel se existe uma func¢ao injectiva
f A= N que € sobrejectiva em uma parte de N, ou seja, podemos listar os elementos de A
na forma A = {ay,as,as,...}.

Exemplo 1.1.5. O conjunto dos nimeros naturais N = {0,1,2,3,...} € enumerdvel. O
conjunto dos nimeros inteiros Z € enumerdvel, pois podemos escrever da sequinte forma:

Z=1{0,1,-1,2,-2,3,-3,...}.

Observagao 1.1.3. Um conjunto que nao é enumerdvel diz-se de nao enumerdvel. Um exemplo
classico € o conjunto dos nimeros reais R, por exemplo em [9, Capl, pgl5-18] prova-se que R
nao € enumerdvel.

Proposicao 1.1.2. [9, Capl] As sequintes afirmagoes sao verdadeiras:
a) uniao enumerdvel de conjuntos enumerdveis é enumerdvel,
b) produto directo de conjuntos enumerdveis é enumerdvel se e sé se todos os factores sdo

enumerduvels.

Exemplo 1.1.6. Conjunto dos numeros racionais Q € enumerdvel. De facto, vejamos que
qualquer niumero racional pode ser escrito na forma

S, comp€Z, qeZ\{0}.

Visto que o conjunto dos inteiros 7Z ¢é enumerdvel e o produto de dois conjuntos enumerdveis
também é enumerdvel, temos que Z x (Z \ {0}) € enumerdvel. Sendo f uma fungdo tal que
um subconjunto de f : Z x (Z \ {0}) — Q, e eliminando as fragoes equivalentes (isto é, as
repeti¢oes), concluimos que Q € enumerdvel.



Capitulo 1. Conceitos e Proposi¢oes Preliminares 7

Definicao 1.1.5. [12] Um anel € de um conjunto chama-se o -anel se contém a unido

n=1

Ay, .., A, € E ou seja € fechado em relacao as unioes enumerduveis.

Definicao 1.1.6. Um conjunto E C X diz-se unidade do anel £ se E € £ e para qualquer
Ae€& tem-se ACE.

Definicao 1.1.7. [12] Um anel de conjuntos com unidade chama-se dlgebra de conjuntos, assim
como o o-anel de conjuntos com unidade € uma o -dlgebra de conjuntos.

Proposicao 1.1.3. [12, Capl, pagl0-12] Seja X um conjunto nao vazio e £ um anel. Sao
constderadas as sequintes implicacoes:

1. € é uma o-dlgebra com unidade X = & € um o -anel;

2. £ é uma o-dlgebra com unidade X = & € uma dlgebra com unidade X ;
3. & € uma dlgebra com unidade X = &€ é um anel;

4. € € um anel = & € um semi-anel;

5 &€ € og-anel = & ¢ um anel.

Definicao 1.1.8. Um sistema de subconjuntos T de um conjunto nao-vazio X chama-se es-
trutura topologica ou topologia se satisfaz as sequintes condigoes:

1.0eteXer;

2. unido de qualquer familia (finita ou infinita) de conjuntos que sao elementos de T € um
elemento de T;

3. interseccao de qualquer familia finita de conjuntos que sao elementos de T € um elemento
de T.

Observagao 1.1.4. As trés condigoes 1,2 e 8 sao axiomas da topologia e os elementos de T
chamamos abertos da topologia T.

Exemplo 1.1.7. Sejam X conjunto qualquere e 14 o sistema de todos os subconjuntos . A
familia T4 € uma topologia em X . De facto,  C X e X C X, tem-se @ €15, ¢ X € 74. Seja
{U;}ier uma familia arbitrdria de elementos de 1. Para cada U; C X, a unido Uiel U, C X,
logo J,e; Ui € P(X) = 74. Sejam Uy,...,U, € 174. Para cada U; € X, a intersecao finita
ﬂ?zl U; C X, e, portanto, ﬂ?zl U; € P(X) = 14. Esta topologia chama-se topologia discreta.

Definigao 1.1.9. Um conjunto F' C X chama-se fechado se o seu complemento X \ F' é um
aberto.

Exemplo 1.1.8. Seja X = {a,b,c,d}. Consideremos o sistema

= {0, X {a}, {}.{a.c}, {a,b,c}, {a. b}}.
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T € uma topologia em X, pois cumpre com o0s axiomas da topologia. O sistema de conjuntos
fechados correspondente ¢ dado pelos complementos dos abertos:

F = {(Z), X> {b, ¢, d}a {aa G, d}7 {b’ d}7 {d}7 {C’ d}}

As proposigoes a seguir tiradas de [13], correspondem a propriedades de conjuntos fechados e
abertos e também ajudam a caracterizar tais conjuntos. Facto que pode ajudar a determinar
ou verificar se um dado conjunto é ou nao aberto ou fechado num espacgo topolégico .

Proposicao 1.1.4 (Propriedades de conjuntos fechados). A familia de todos os conjuntos
fechados de um espacgo topoldgico satisfaz as sequintes condicoes:

a) O conjunto vazio e todo o espago X sao conjuntos fechados;

b) Intersecc¢ao de qualquer familia (finita ou infinita) de conjuntos fechados é um conjunto

fechado;

c¢) Unido de qualquer familia finita de conjuntos fechados € um conjunto fechado.

Proposicao 1.1.5. Seja A C X. Entao,
a) O conjunto A € aberto se e somente se o conjunto X \ A € fechado.

b) O conjunto A € fechado se e somente se o conjunto X \ A € aberto.

Defini¢ao 1.1.10. /20] Sejam X um conjunto nao vazio e seja P(X) o conjunto de todos
subconjuntos de X . Defina a relagio € em P(X) por

ACB <= Vz(r€ A = z€B).

O par (P(X),<) ¢ um conjunto parcialmente ordenado, se satisfaz:

1. Refilexividade: para todo A C X, tem-se A C A;
2. Antissimetria: se AC B e BC A, entao A= B;

3. Transitividade: se AC B e BCC, entao A CC.

Qualquer subfamilia F C P(X), munida da mesma relagio C, herda esta estrutura de ordem
parcial.

Definicao 1.1.11. [20] Seja (F, C) uma familia de conjuntos com a ordem de inclusao. Diz-se
que M € F ¢ elemento minimo de F se

VAe F, M CA,
ou seja, M esta contido em todos os elementos de F .

Observagao 1.1.5. Quando existe um elemento minimo em F, ele € unico.
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Definigao 1.1.12. Seja (X, 7) um espago topolégico e seja A C X um subconjunto. O fecho
de A, denota-se por A, é definido como a interseccio de todos os conjuntos fechados de X que
contém A, isto €,

z:ﬂ{FgX:F ¢ fechado e A C F'}.

Ou seja , A € o menor conjunto fechado que contém A.

Defini¢ao 1.1.13. [2/ Seja X um espago topoldgico e ¢ : X — R uma fung¢ao. O suporte de
¢, denota-se por supp(c), define-se como o fecho do conjunto dos pontos de X onde ¢ ndo se
anula, isto €,

supp(c) ={z € X : c(z) #0}.

Defini¢ao 1.1.14. [20] Seja (X,7) um espago topoldgico, onde T é a familia de conjuntos
abertos de X . A o-dlgebra minima que contém todos os abertos de X, chama-se o-dlgebra de
Borel em X e denota-se por B(X) .

Um conjunto que pertence a o-algebra B(X) chama-se conjunto mensuravel a Borel ou conjunto
boreliano.

Observagao 1.1.6. Seja X um conjunto e seja F C P(X) uma familia qualquer de subcon-
guntos. A o-dlgebra gerada por F, que denota-se por o(F), pode ser caracterizada como a
intersecao de todas as o-algebras de X que contém F, isto é,

o(F) = ﬂ{A C P(X); A é uma o-dlgebra e F C A}.

E a o-dalgebra de Borel B(X) € a menor o-dlgebra que contém a topologia T de X, isto é,

B(X)=o(r).

Defini¢ao 1.1.15. A dlgebra de Borel em R, denotada por B(R), é a menor o-dlgebra que
contém todos os intervalos abertos de R. Ou seja,

BR) =0 ({(a,b) CR:a<b}).

Observacao 1.1.7. Os conjuntos de Borel sao os subconjuntos de R que podem ser obtidos
a partir de intervalos abertos usando unioes enumerdveis, interseccoes enumerdveis e comple-
mentos.

1.2 Espacos Mensuraveis

Nesta seccao comecaremos apresentando as defini¢oes de espaco mensuravel, conjunto men-
surdvel e fun¢ao mensurével, conforme retiradas de [2] e [12] . Estas defini¢oes fornecem a base
para o estudo de fungoes mensuraveis e de medidas em espacos .

Definicao 1.2.1. Seja S conjunto ndo vazio e seja > uma o-dlgebra de subconjuntos de S
com unidade S. Um par (S;X) chama-se espa¢o mensurdvel.

Um conjunto A C S do espago mensuravel chama-se conjunto mensuravel no caso A € X.
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Exemplo 1.2.1. Vamos considerar: S = {1,2,3} definimos a familia de subconjuntos:

2= {0, {1}, {2,3}, {1,2,3}}.

Vejamos que ¥ € uma o-dlgebra, de facto tem-se @ € ¥ e S € . Além disso, ¥ ¢é fechada
por complemento relativo a S, pois

S\{1}=1{2,3} ey ¢ S\{2,3={1}ex.

Temos que X € uma familia finita, assim, toda unido enumerdvel de seus elementos reduz-se a
uma unido finita, a qual pertence a . Logo, X € fechada por unides enumerdveis. Portanto,
Y satisfaz os axiomas de uma o -dlgebra sobre S. entao (S,%) € um espago mensurdvel.

Definicao 1.2.2. Sejam (S;%;) (i = 1;2) espagos mensurdveis e D C Sy. Uma fungao
f:D — Sy diz-se (31; %) -mensurdvel se f~1(3;) C Xy (i.eVB € Xy f7YB) € ¥y).

Definigao 1.2.3. Seja (S;X) espa¢o mensurdvel. Diremos que a func¢ao f : S — R é men-
surdvel se ela é (X; B(R)) -mensurdvel.

Exemplo 1.2.2. Seja S =R e ¥ = B(R), a o-dlgebra de Borel em R. Considere a fun¢ao
f R —= R definida por f(x) =2z + 1. Para qualquer conjunto aberto A C R, o conjunto

fflA) ={reR: 2z +1€ A}

¢ um conjunto de Borel, assim, f~'(A) € B(R). Logo, f ¢ uma funcio (B(R),B(R))-
mensurdvel, isto é, f € mensurdvel.

Observacao 1.2.1. Uma classe importante de fungoes mensurdveis € a colecao de todas as
funcoes simples, isto €, funcoes mensuraveis f que assumem apenas um numero finito de
valores. Assim, qualquer fungio simples f tem a forma f = Y  cixa,, onde ¢; € R e
A; € X; ou seja, f € uma combinagdo linear finita de funcgoes caracteristicas(veja a defini¢do
1.4.1) de conjuntos em . Obviamente, o reciproco também é verdadeiro.

Teorema 1.2.1. [2, Capl, pg27-28] Sejam f,g: S — R fung¢des mensurdveis sobre um espago
mensurdvel (S,3). Entdo:

a) f+g, f—g ef-g sio mensurdveis;

b) Se g(t) # 0 para todo t, entao f/g € mensurdvel.

Teorema 1.2.2. [2, Capl, pg29-30] Seja h: T — R uma func¢ao mensurdvel sobre um espaco
mensurdvel (S,3). Entao, para todo nimero real a € R, os sequintes conjuntos pertencem a
>

{teT:ht)<a}, {teT :h(t)<a}, {te€T:h(t)>a} e{teT:h(t)>a}

Teorema 1.2.3. [2, Capl, pg31] Seja x : T — E, sobre um espaco mensurdvel (S,%), onde
E € um subconjunto finito ou enumerdvel de R. A funcdo x € mensurdvel se, e somente se,
para todo a € E, o conjunto:

' {a}) ={t €T :z2(t) = a}

pertence a 3.
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Seja X um conjunto nao vazio e £ C P(X) (i.e. £ é alguma familia de subconjuntos de X).
Definigao 1.2.4. Uma func¢do p: € — [—o0;+0o0] diz-se fun¢do de conjunto.
Uma fung¢do de conjunto chama-se aditiva se para qualquer A; B € £ tais que AUB € & e

A\ B =0 € vdlido:
p(AU B) = pu(A) + p(B).

Fungao de conjunto nao negativa chama-se o -aditiva se para qualquer A,, € £ tais que Uy~ 1A, €

EeANA; =0, (i#7) €vdlido

u <|_| Ai) = u(Ay).

Definicao 1.2.5. [12] 1. Uma fung¢do de conjunto p: E — [—00; 4+00]| chama-se medida se:
a) i € definida num semi-anel, isto é, £ € um semi-anel de conjuntos,
b) u € nao-negativa, isto €, 0 < pu(A) < +o0o qualquer que seja A € &,
c) p € aditiva.

2. Uma funcgao de conjunto o -aditiva que é uma medida diz-se medida o -aditiva.

3. Uma medida chama-se finita se (A) < 400 qualquer que seja A € £ .

Teorema 1.2.4. [2, Capl, pgl1-15] Seja € um anel, A, B, A, € £ e p uma medida definida
no anel €. Sao vdlidas as sequintes proposicoes:

a) p(@) = 0;

b) w(Um, Ay) = ™ u(Ay) (aditividade finita de medida);

¢) [AC B] = [u(A) < u(B)] (monotonia de medida);

d) [u(A) < +oo, AC Bl = [u(B\ A) = u(B) — p(A)];

e) W(AUB) =pu(ANB)+ u(AA B);

f) Se (AN B) < +oo, entao p(AUB) = pu(A) + n(B) — u(An B);

g) [AC UM Ay = [W(A) <D0 1w(Ay)] (semi-aditividade finita de medida).

Definicao 1.2.6. Um trio (S;3; 1) chama-se espago de medida se:
a)S € conjunto nao vazio,

b)Y € alguma o-dlgebra de subconjuntos de S com unidade S (tal que (S;%) € espago
mensurdvel,

c)p X — [0;00] € uma medida o-aditiva.
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Seja (S;3; 1) um espaco de medida.
Definigao 1.2.7. A medida p: & — [—00; +00| diz-se:
a) completa se [A € &, u(A) =0,B C Al = [B € X] (€ claro que neste caso p(B) =0);
b) finita se u(S) < oo;
¢) o-finita se existem S, € ¥,n € N de medida finita (i.e. (1(S,) < 00) tal que S = U2 S, .

d) probabilistica se u(S) =1.

Se sao compridas as condigbes a), b), ¢) ou d) diz-se que o mesmo espaco de medida (5,3, u)
é completo, finito, o-finito ou probabilistico respectivamente.

Definicao 1.2.8. Seja X um conjunto ndao vazio. Uma aplica¢ao
p o P(X) — [0, +o0]
diz-se uma medida externa em X se satisfaz as sequintes propriedades:
1. p*(0) =0;
2. se AABC X e AC B, entio pu*(A) < u*(B);

3. para toda sequéncia (Ap)nen € P(X), tem-se

w (U An> < (A

Definigao 1.2.9. Seja X um conjunto nao-vazio e A uma dlgebra de subconjuntos de X . Uma
aplicagao o : A — [0,4+00] chama-se uma pré-medida se satisfaz as sequintes propriedades:

1. MQ(@) = 0,’

2. Se (A,)nen € uma sequéncia disjunta de conjuntos em A tal que |-, A, € A, entao

Ho( G An> = iﬂo(An)-

Teorema 1.2.5. [2, Cap, pg16-20] Seja X um conjunto nao-vazio, A uma dlgebra de subcon-
guntos de X e py: A — [0,400] uma pré-medida. Entdo:

1. Eziste uma medida externa p* definida em P(X) por

p*(E) = inf {i po(Ay) : E C G A, A, € A} :

n=1
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2. O conjunto
Y={FECX :VACX, u"(A)=p" (ANE)+ " (ANX\ E)}
€ uma o -dalgebra sobre X .

3. A restricao = p*|y € uma medida completa sobre X.

4. Se pgy é o-finita, entdo pu € a unica medida definida sobre o(A) tal que

fla = po-

Demonstracao. Definimos p* : P(X) — [0, +00] por

= inf{ipg(An) B C D A,, A, € A} .
n=1

n=1

1. Mostremos que p* é uma medida externa.

(i) p (@) = 0. De facto @ € A entao p*(0) < po(d) = 0. Po outro lado p* > 0, segue que
p(0) =

(i) Pelo Teorema 1.2.4, se £ C F', entao p*(E) < p*(F).

(iii) Pelo Teorema 1.2.4, (Ej)ren € P(X) e € > 0, entdo, para cada k, existe uma sequéncia
(Ak’,n)neN g -’4 tal que

By CJ Aen D po(Arn) < pt(B) + ﬁ
n=1 n=1

Assim, U;—, Ex € U,.,, Akn, €, portanto,

W(G@) ZZHO (Agn) < iu*
k=1 k=1

k=1 n=1

Como ¢ > 0 é arbitrario,
M*< U Ek) < Z,U*(Ek)
k=1 k=1
Logo, pela Definigao (1.2.8) p* é uma medida externa.
2. Definimos ¥ ={EF C X :VACX, u*(A) =p* (ANE)+ u (ANE)}.
(i) 0 € ¥. Para todo A C X,

pr(A) = p(AN0) +p (AN X).

(ii) Se £ € X, trocando E por E° na defini¢do, obtemos E° € X.
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(iii) Se (E,)nen C X sdo disjuntos, entao, usando indugao finita e a subaditividade de p*,

obtém-se - o
[ (A) = /L*(Aﬂ U En> —i—,u*(Aﬂ ( U En>>
n=1 =

para todo A C X. Logo, |2, E, € £, e ¥ é uma o-algebra.

3. Se (E,) C X sao disjuntos, entao, pela Defini¢ao 1.2.2,

w(U B) = S ulEw.

Além disso, se N € ¥ e u(N) =0, entao para qualquer B C N,
p(B) < p*(N) =0,
logo B€ XY e u(B)=0. Assim, p é completa.

4. Suponha que o é o-finita e seja ¥ uma medida em o(A) tal que v|4 = po. Pelo teorema
da classe monétona apresentado em ([2], capl, pg33) , conclui-se que

v(E) = u(E), VE e€o(A).
Logo, a extensao ¢ unica. O

Exemplo 1.2.3. [2/[Constru¢ao da medida de Lebesque] Seja A o semi-anel dos intervalos
semi-abertos de R:

A={la,b) : a < b} U{0}.
Defina a fungao pg: A — [0,+00) por
/LU([C% b)) =b—a, MO(@) =0.

A funcao pg € uma pré-medida, pois:

a) po(@) = 0;

b) Se [a,b) = ||:_,[ai,b;) € uma decomposicao disjunta de intervalos semi-abertos, entdo

n

po([a,0) =Y (b —a;) = ZMO([% b)).

i=1
Aplicando o Teorema 1.2.5, obtemos:

1. uma medida externa p* sobre R dada por

[e.e]

W (E) = inf {Z(bZ —a;): EC U[ai, bz)} ;

=1

2. uma o -dlgebra X dos conjuntos mensurdveis ;

3. a medida w(E) = p*(E) para E € 3.

Observacao 1.2.2. A medida i assim construida chamamos de medida de Lebesgue em R.
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1.3 Operadores Lineares

Nesta seccao, definimos operadores lineares em espacos normados e as suas propriedades. Para
mais detalhes veja em [1], [7] e [21].

Definigao 1.3.1. Sejam X wum conjunto nao-vazio e p(x,y) uma func¢ao real definida sobre
X x X. O conjunto X junto com a fungcao p chama-se espa¢o métrico se a func¢do p € nao
negativa (p(z,y) > 0) e satisfaz as sequintes condigoes:

a) p(z;y) =0, = =y;
b) ply,x) = p(z,y), x,y € X; (simetria)
c) plx,z) < plz,y) + ply, 2), x,y,2 € X (propriedade triangular).

A fungao p(x,y) chama-se métrica no espago X (sobre X ). Os elementos do espa¢o métrico
vamos chamar pontos. p(x,y) € a distancia entre os pontos x e y. As condigoes a), b) e c)
chamam-se axiomas da métrica.

Definicao 1.3.2. Uma sucessio {x,} C X de pontos de um espago métrico (X, p) chama-se
sucessao fundamental ou sucessao de Cauchy se

(Ve >0) (3N =N(e) € N) (Vn,m > N) : p(x, xp) < €.

Lema 1.3.1. [12, Cap1, pg62] Toda sucessio convergente em um espago métrico € uma sucessao
de Cauchy.

Definicao 1.3.3. Diz-se que um espaco métrico é completo se toda sucessao de Cauchy for
convergente.

Exemplo 1.3.1. Todo espago métrico (X, p), com

(z,1) 0, ==y,
x, =
Py 1, x#v,

é completo. Seja (x,) uma sucessio de Cauchy. Tomando € = %, existe N tal que p(zy, ) <

% para todos n,m > N. Como p so assume os valores O ou 1, seque que x, = x,, para todos
n,m > N, ou seja, a sucessio € constante. Logo, (x,) converge, e o espago € completo.

Exemplo 1.3.2. O espaco métrico (R, p), onde p(z,y) = |x — y| é completo. Seja (x,) uma
sucessao de Cauchy em (R, p). Primeiro observamos que toda sucessio de Cauchy é limitada.
De facto, escolhendo € = 1 existe N tal que para todos n,m > N temos |, — x| < 1. Em
particular, para n > N,

|z, —an| <1,

portanto os termos x, (com n > N ) pertencem ao intervalo [xy —1,zny+1]. Os termos finitos
T1,...,TN_1 também sao limitados, logo (x,) € uma sucessao limitada.

Pelo Teorema de Bolzano—Weierstrass, toda sucessao limitada em R tem uma subsequéncia
convergente [7, cap?, pg266]. Deste modo, existe uma subsequéncia (x,,) e um nimero x € R
tais que x,, — = (k — 00).
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Mostremos agora que a sucessao inteira (x,) converge para x. Seja € > 0. Como (z,) € de
Cauchy, existe Ny com |x, — x| < 5 para todos n,m > Ny. Como w,, — x, erviste ko tal
que para todo k > ky temos |r,, — x| < 5. Escolhendo k com ny > Ny (isto é possivel porque
ng — 00 ), seja M = max{Ny,ng,}. Para qualquer n > M temos

e €
|xn—x|§|xn—xnk0|+|xnk0—x|<§+§:€.

Portanto x, — x. Concluimos que toda sucessio de Cauchy em (R, p) converge em R, isto é,
(R, p) é completo.

Definicao 1.3.4. Dado um espaco vectorial X , chama-se norma em X geralmente denotado
por || - ||, uma fun¢ao de X em R tal que ¥ z,y € X e o € R satisfaz as sequintes pro-
posi¢oes(que se chama axiomas da norma):

1. ||fIl = 0, sendo que ||f|| =0 < x=0 (6 é o elemento zero de X );

2 Nlef 1l = lafll 15

S f+gll < fI+ gl (desigualdade triangular).

Chama-se espago normado ao par (X, ||-]|) constituido por um espaco vectorial X e uma norma

| - || definida sobre X .

Os conceitos de operadores lineares, continuos e limitados em espacos normados, assim como

de algebras normadas, sao fundamentais em Anélise Funcional e seguem de forma rigorosa em
[21].

Considere D, B, W, Z e Y espacos normados em R.

Definigao 1.3.5. Seja X =R . Uma dlgebra A sobre R € um espago vectorial sobre R munido
de uma operagao de multiplicagao : A X A — A salisfazendo as sequintes propriedades, para
todos ©,y,z€ A e A e R:

a) (x+y)-z=x-2+y- -2
b) x-(y+z2)=z-y+a-z

c) (M) y=z-(\y)=Az-y)

Se existe um elemento 17 € A tal que 1 ;-2 =x-1;=x paratodox € fl, entao dizemos

que A é uma algebra de unidade.

Uma &lgebra normada é uma algebra A sobre R dotada de uma norma || - || : A — R tal que
o -yl < =l [[yll, Va,y € A

Definicao 1.3.6. Diz-se que um operador F : D —Y € continuo no ponto xo € D se

(Ve >0) (36 >0) (Vx e D) : ||z —x|| <= ||[Fr — Frol| < ¢
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Diz-se que F' € conlinuo no conjunto Dy C D se for continuo em todos os pontos de D; .

Diz-se que F ¢é continuo se for continuo em D.

Teorema 1.3.1. [13, Cap/, pg102-104] As sequintes condigoes sao equivalentes :
a)O operador F € continuo no ponto xq;

b) (Ve > 0)(39 > 0) : F(Bs(xo, X)) C B(F(x0),Y); onde B.(F(x9),Y) = {y € Y :
py (y, F(x)) < e} € a bola aberta de raio € centrada em F(xo) no espago Y ;
c)Se x, € D e x, = x9 em X, entao Fx, — Fxy em Y.

Definigao 1.3.7. Seja X um espago vectorial(veja em [1] pdginasl-7) sobre um corpo R .
Um subconjunto nao vazio D C X chama-se um subespaco linear de X se satisfaz as sequintes
propriedades:

1. 0e D;
2. sex,y€e D, entao x +y € D;

3. sexeD elekK, entio \x € D.
Definigao 1.3.8. Um operador A: D — 'Y ¢€ linear se:

1. D é um subespaco linear de X ;
2. Alx+vy) =Az+ Ay, Y z,y € D (0 operador A € aditivo);

3. A(Az) = XA, VA€ R e Ve € D (0 operador A é homogéneo).

Teorema 1.3.2. O operador F': D — Y ¢ continuo, se e somente se a pré-imagem de qualquer
conjunto aberto em 'Y € um conjunto aberto no subespago D do espaco X .

Definicao 1.3.9. Diremos que o operador F : D — Y ¢é limitado no conjunto Dy C D se
transformar qualquer conjunto limitado em Dy num conjunto limitado em Y , ou seja:

(Vr > 0) (36 > 0) : F(D; N B,[X]) C Bs[Y],

onde
B [X]|={re X :|zlx <r}, Bs[Y]={yeY :|yly <d}

sao, respectivamente, as bolas abertas de raio r em X e de raio 6 em Y .
Observacao 1.3.1. O operador F' chama-se limitado se € limitado em D

Proposicao 1.3.1. [4, cap?2, pg24] Sejam (X, |- |lx) e (Y,|-|ly) espagos normados e T : X —
Y wum operador linear. O operador T diz-se limitado se existe uma constante C > 0 tal que

IT(z)|ly <Clz|lx VzeX.

Definicao 1.3.10. Seja A : X — Y um operador linear entre espag¢os normados (X, | -||x) e
(Y|l - lly). Define-se a norma do operador A como

[All = inf [[Azfly.

=l x=1
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Proposicao 1.3.2. [4, cap2, pg25-26] Sejam Fy,Fy : D — Y operadores, o, € R e F =
aF) + BFy (combinagdo linear dos operadores Fy e Fy ). Entdo, sdo vdlidas as sequintes
afirmacoes:

1. Se Fy e Fy sdo continuos num ponto xg € D, entao o operador F também € continuo
no ponto xy (em D, respectivamente).

2. Se Fy e Fy sao limitados, entao o operador F também € limitado.

Definicao 1.3.11. Sejam Fy : D1 — Y | Fy: Dy — Z dois operadores definidos em D C X
e em Dy CY | respectivamente, sendo que Dy D Fi(Dq). O operador T : Dy — Z, definido
por

Tx = F5(Fiz), x € Dy

chama-se produto do operador F| por operador Fy , e denota-se por T' = F5F}.

Proposicao 1.3.3. [4, cap2, pg23] O produto dos operadores é associativo. Mais precisamente,
se 1 : Dy - Y, Fy : Dy - Z e F3 : Dy — W onde Dy C X, Fi(Dy) C Dy CY e
Fy(Ds) C D3 C Z,entao

Fg(FgFl) = (FgFQ)Fl .

Proposicao 1.3.4. Sejam F, : Dy —Y | F5: Dy — Z dois operadores definidos em D; C X
eem Dy CY | respectivamente, sendo que Dy D Fy(Dq). Seja T = FyF) . Entao, sao vdlidas
as sequintes afirmagoes:

1. Se Fy é continuo num ponto xo € D1 e Fy é continuo no ponto Fy(xg), entao o operador
T ¢ continuo no ponto xq .

2. Se Fy e Fy sao continuos, entao o operador T também € continuo.

3. Se Fy e Fy sao limitados, entao o operador T também € limitado.

Proposicao 1.3.5. Seja X e Y espacos normados, e seja L : X — 'Y um operador linear.
Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

a) L € continuo.
b) L é continuo em um ponto xo € X .

c) L é limitado, isto é, existe C >0 tal que || L(z)|ly < Cz|lx, Vze X.

1.4 Integral de Lebesgue

Nesta secgao definimos a integral de Lebesgue e suas propriedades descritos nos manuais [2] e
[16].

Definicao 1.4.1. A funcao xp : S — R, (onde D C S ) definida pela formula

)1, sexeD,
b= 0, sexeS\D
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Chama-se funcgao caracteristica do conjunto D .

Definicao 1.4.2. Uma funcgao f: S — R que tem a forma
flz) = Zai -Xp,;(x), x €S
i=1
onde a; € R,D; € S (i = 1,2,...,n) e a; # aj, D;ND; =0 (i # j), chama-se fun¢do

elementar.

Definicao 1.4.3. Uma funcgao elementar f: S — R que tem a forma
flz) = Zai -Xp,(x), x €S
i=1
onde a; € R,D; C S (i = 1,2,...,n) e a; # aj, D;ND; =0 (i # j), chama-se fungio de

contradominio enumerdvel.

Observagao 1.4.1. Vejamos que também podemos dizer que uma func¢ao f: A — R chama-se
de contradominio enumerdvel se a imagem de A € um conjunto enumerdvel, no caso particular
da 1magem finita a funcao também denomina-se elementar. Cada funcdo de contradominio
enumerdvel admite a representacdao canonica

fl@) = 4 xa,(2)

il

onde I = {1,2,...,n} para fun¢ao elementar ou I = N no caso de f como de contradominio
enumerdvel, y; € R, A; CA(iel) ey, #vy;, AiNAj=;(i#]j).
Assim sendo podemos definir a integral de Lebesgue da seguinte forma:

Definigao 1.4.4. [2] Considere (X,%, u) um espaco de medida com medida finita e nao ne-
gativa. Seja f : A — R uma func¢ao de contradominio enumerdvel, definimos a Integral de
Lebesque da funcao f pelo conjunto A como

/f(x)du = i pnAi(x)
A

el

Considere (X, 3, 1) um espaco de medida finita e ndo negativa.

Proposicao 1.4.1. /8, cap2, pg41-43] As sequintes afirmagoes sao verdadeiras:
a)Uma fungao f de contradominio enumerdvel e integrdvel a Lebesgue é mensurdvel;

b)Uma funcao elementar € integrdvel a Lebesque se e somente se é mensurdvel;

c) [ dp = pA.
A
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Definigao 1.4.5. Seja (X, X, ) um espago de medida. Uma fungao f: X — R € dita definida
quase em toda parte (ou em quase todo lugar) se existe um conjunto N € X com u(N) =10
tal que f estd definida em X \ N. Ou seja,

f:X\N—=R, u(N)=0.

Teorema 1.4.1. /8, cap2, pg46-47] Considere (X, X, 1) um espago de medida . Seja f: X — R
uma fung¢ao mensurdvel. Se existe um subconjunto A C X, com pu(A) > 0, tal que

f(x) > >0 para todo x € A,

X/fdu>0.

Teorema 1.4.2. [2, cap?, pg116-121] Seja (X, 3, u) um espago de medida com medida finita e
nao negativa. A integral de Lebesque definida anteriormente possui as sequintes propriedades:

entao:

1. Se f € uma funcao integravel e f > 0 quase em todo lugar, entao

/ f(z) p(dz) > 0;

2. Se uma fungao f € integravel, entdo a funcao |f| também € integrdvel e

/f () /|f ) (o)

3. Toda fungao limitada e p-mensurdvel f € integrdvel, e

/ f(2) n(de)| < sup |f(@)] - u(X):

zeX

4. Se duas fungoes f e g sao integrdveis, entao, para todos o, 8 € R, a funcao af + Bg é

integravel e
/(@f(x)+ﬁg( p(dr) —a/f p(dz) —|—6/

X

Em particular, se A e B sao conjuntos disjuntos em A, , entao, para toda funcdio in-

tegravel f, tem-se
/ f(2) plde) = / F(x) uldz) + / £(z) p(de);
A B

AUB



Capitulo 1. Conceitos e Proposi¢oes Preliminares 21

5. Se fungoes integraveis f e g satisfazem f(x) < g(x) quase em toda parte, entao

/fduéX/gdﬂ-

X

/Iflduz(),

Definicao 1.4.6. Seja (X, X, 1) um espaco de medida. Para um nimero real 1 < p < 00),
define-se o espago LP(X) como o conjunto das fungoes mensurdveis f: X — R tais que:

Corolario 1.4.1. [2, cap?2, pg123] Se

entao f =0 quase em todo lugar.

[ 5@l duta) < o

ou seja,

D00 = X SR [ @) duta) < o0
X
A norma associada € dada por:

1/p

|wf:/mmww»

Para p = 0o, define-se o espaco:

L¥X)={f:X > R| esssup,ex |[(z)| < o0}

onde ess sup € o supremo essencial, isto €, esssup,cy f(z) = inf{M eR ) ,u({x €X: f(x)>
M}) =0},
Teorema 1.4.3. Consideremos A o operador integral definido por

B1

(Az)(t) = /ka(t, s)x(s) ds,

aq

— R mensurdvel. Suponha que ko(t,-) € L([ay, 51]), 1 <p < 0o para quase

com kg : [y, B1]?
zlx + é =1, e que exista constante C' > 0 tal que

todo t, onde

1/q

B1
/\ka(t,s)lq ds < C para quase todo t.
X1

Entao A: L*([aq, f1]) — LP([ow, B1]) € um operador linear e continuo.
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Demonstragao. Podemos aplicar a desigualdade de Holder (veja em [8], Teorema 6.2):

B1 B1 Va /g 1/p
(A0 < [t o)l ds < | [Rords| | [lapas
[e3] 1 1
Pelo que foi assumido sobre k,, temos:
|(Az)(®)] < Cllz|| e
Elevando ambos lados a poténcia p e integrando em ¢, obtemos:
B1 b1
Jianra < [ il a =@ - el
a1 aq
Portanto:
1Az zr < C(Br — 1) '/?||]| -
Isso mostra que A é limitado de LP em LP. O

Teorema 1.4.4. [2, cap6, pg2753-305] Sejam (X,u) e (Y,v) espagos de medida o -finitos,
e seja K : X XY — R uma funcao mensurdvel. Suponha que exite um C > 0 tal que
[ K (z,y)|dp(z) < C para quase todo y € Y e [|K(z,y)|dv(y) < C para quase todo x € X,
X s

el <p<oo. Se feLl(v), aintegral

(Tf)(x) = / K (e, 9)f(y) do(y).

converge absolutamente, ou seja, [ |K(x,y)f(y)ldv(y) < oo para quase todo x € X o operador
Y

Tf assim definitdo esta em LP(p) e | Tf] < Cl|f|lp-

Teorema 1.4.5. [2, cap6b, pg289-294[Fubini] Sejam p e v medidas finitas e nao negativas sobre
0s espagos mensurdveis (X,31) e (Y, Xs), respectivamente. Para cada subconjunto A C X XY,
definimos as seccoes:

A, ={yeY:(z,y) €A}, A, ={reX:(r,y) €A} (1.1)

onde, Y1 ® Yo denota a o-dlgebra produto, ou seja, a menor o-algebra em X XY que contém
todos os conjuntos do tipo Ey x Ey com E; € X1 e Ey € Yo e a medida produto p @ v € a
unica medida sobre X1 @ ¥g que satisfaz

(,u X I/)(El X EQ) = /,L(El) . V(EQ), E1 € 21, E2 € 22.

Se A€ (X1 ®39) 00, entdo:

e Para p-quase todo x € X, o conjunto A, € v-mensurdvel e a funcio x — v(A;) é
[ -mensurdvel;
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e Para v-quase todo y € Y, o conjunto A, € p-mensurdvel e a fung¢io y — p(A,) €
v -mensuravel.

Além disso, vale a igualdade:

(1 ® v)(4) = / v(As) p(dz) = / u(Ay) v(dy).

X Y

Corolario 1.4.2. [2, cap6b, pag289] O Teorema 1.4.5 continua vdlido no caso em que | e v
sao medidas o -finitas, desde que o conjunto A C X XY tenha medida finita, ou seja:

(L@ v)(A) < 0.

Teorema 1.4.6. [16, cap14, pgb2/[Fubini] Se A é um conjunto plano de medida zero, entao
A, (definido em 1.1) € um conjunto linear nulo para todo x, excepto para um conjunto E de
medida linear zero.

Teorema 1.4.7. [16, capl, pgh3] O reciproco do Teorema (1.4.6) € verdadeiro no sentido de
que, se quase todas as sec¢oes de um conjunto de plano mensurdvel A sdo conjuntos nulos,
entdo A € um conjunto nulo.



Capitulo 2

Relacoes de Comutatividade
envolvendo Operadores Lineares

No presente capitulo vamos estudar relacoes de comutatividade e construir representantes en-
volvolvendo operadores lineares definidos em LP. Este capitulo é baseado nos seguintes manuais
e artigos, [1], [4], [5], [6], [14], [19] e [23]

2.1 Relacao de comutatividade para operadores integrais
gerais

Nesta secgao estudamos a relagao de comutatividade AB = BF(A) para operadores integrais
gerais em LP(R), obtendo condiges necessdrias e suficientes expressas em termos dos nicleos
integrais envolvidos.

Definicao 2.1.1. Sejam A e B operadores lineares definidos em um espaco vectorial V . Di-
zemos que A e B comutam se AB = BA ou seja, a ordem de aplicagao dos operadores nao
altera o resultado.

Exemplo 2.1.1. [25] Considere os operadores sobre L*(R) dados por:
(Az)(t) = f(H)x(t), (Bx)(t) = g(t)x(t)
com f,g € L*¥(R). Entdo:
ABx = f(t)g(t)x(t) = g(t)f(t)z(t) = BAx = AB = BA
Portanto A e B comutam.

Exemplo 2.1.2. Consideremos o espago vectorial R? e os sequintes operadores lineares T e

S:

T(l’,y) = ($7 _y)7 S(l’,y) = (—y,l’)

24
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As matrizes associadas a esses operadores $ao:

r=(3 %) s=(0 )
rsors= (0 ) (0= (4 3)
ST:S~T=<(1) _01)'(3 _01):((1) (1)>

TS + ST.

Portanto, S e T nao comutam.

Existem situagoes em que dois operadores nao comutam mas satisfazem uma relagao de co-
mutacao. Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 2.1.3. No espago LP(R) (1 < p < o0 ), consideremos os operadores

(AN@) =t ft),  (BHE) = f(t-1).

Veja que
(ABf)(t) = A(Bf)(t) = t (Bf)(t) =t f(t —1).

(BAf)(t) = BAf)(t) = (Af)(t —1) = (= 1) f(t = 1).
Portanto AB # BA. Mas se considerarmos F(z) = z+ 1 entao,

(BE(A)f)(t) = (B(A+ 1) f)(t) = (A+ D) f)(t = 1).
Mas
(A+DNHE-1)=(-1)ft=1)+ fC-1) =t f(t—1).
Assim,
(BE(A)f)(t) =t f(t —1) = (AB)(t),
0 que mostra que
AB = BF(A),
com F(z)=z+1.

Conseguimos notar que dois operadores podem nao comutar(AB # BA), mas satisfazerem
uma relagdo AB — BA = g(A, B) onde g é alguma fungao polinomial de A e B. No Exemplo
(2.1.3), g(A,B) = B.

Definicao 2.1.2. [14] Um operador linear que satisfaz uma relagdo de comutagdo chama-se de
representante (ou representagdo) dessa rela¢ao de comutagdo.
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Vamos estudar a relacao de comutagao do tipo AB = BF(A), onde A, B sao operadores
lineares integrais definidos em L” e F' é um polinémio. Vamos procurar representantes nao
triviais, pois se B = (0 entao é solucao feita. Esese A=0= B =0ou F =0.

Seja (R, 3, 1) um espago de medida de Lebesgue em R. Considere A, B : LP(R) — LP(R), 1 <
p < 00, dois operadores integrais definidos por

B1 B2
(Az)(t) = / kot s)2(s)ds,  (Bx)(t) = / kot ) a(s) ds,

onde o < fB; (i = 1,2), e os nucleos k, : R X [a1,51] — R, ky : R x [ag, 2] — R s@o
mensuraveis e nao nulos em conjuntos de medida positiva, garantindo que A#0 e B #0.

Estes operadores sao lineares e limitados mediante as condi¢oes do Teorema 1.4.4, com isso,
o objectivo é estudar relacoes entre A e B, em particular encontrar condigoes necessarias
e suficientes sobre os ntucleos k, e k, que assegurem a relacdo de comutatividade do tipo
AB = BF(A), onde F(z) =ag+ a1z + -+ a,2z" é um polinémio real. Para tal, comecemos
por apresentar um lema que serd tutil ao longo da analise.

Lema 2.1.1. Sejam 1 < p < 00, a1, [1,a2,02 € R tais que a; < B e ag < [o. Sejam
f o, Bi] = R e g [ag, B2] = R fungoes mensurdveis tais que, para todo x € LP(R), os
mntegrais

B2

B1
/ FOalt)dt e / o(D)x(t) dt

a2
sao finitos. Defina

G = [041,51} N [042,52]'

Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. Para todo x € LP(R),

! B2
/ f()z(t) dt = / g(t)x(t) dt.

2. As funcoes f e g satisfazem:
ft)=g(t) quase em todo lugar em G,

f(t) =0 quase em todo lugar em [aq, B1] \ G,
g(t) =0 quase em todo lugar em [az, Ba] \ G.

Demonstragao. (1) = (2). Suponhamos que f e g satisfacdo a condigao do item (1).
Consideremos z(t) = xq,(t) (veja a definicao 1.4.1), onde Gy = [ay, f1] U [ag, 2] entdo para
essa funcao temos a costante £ tal que,

B1 B2 B1 B2
[ tawde= [z~ [ eyae= [oed=c

a2 a2
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Agora pegando z(t) = X[a, 8\c(t) temos:

7f(t)a:(t)dt:7g / £(#) /(t)-OdtzO.

a2 [a1,81\G

Entdo [ f(t)dt =0. Se X[apm)c(t) = x(t), entao

[c1,81\G
R

[az,82]\G

Afirmamos que f(t) = 0 para quase todo t € [aq, £1]\G e ¢g(t) = 0 para quase todo t € [, B2]\
G. Tendo uma parti¢ao arbitrdria do conjunto G4 \ G = JS;, tal que S;NS; =0, i =1,2,3..
, j=1,23..., i # j e cada conjunto S; tem uma medida positiva. Para cada z;(t) = xg,(t),
temos

7f<t>xi<t>dt:7 Dot /f / ) odt—0

Assim, para cada S;, [ f(t)dt = 0. Sendo assim, podemos escolher de forma arbitréria a
S;

partigdo com medida em cada um desses elementos f(t) = 0 para quase todo t € [, 51] \ G.

De forma andloga , ¢g(t) = 0 para quase todo t € [ag, 53] \ G. Entao

7f(t)a:(t) dt—/ﬁzg(t)x(t) dt—/f(t) dt_/g(t) dt = ¢

Entao, para todo = € LP(R) temos

B1 B2
/ F(t)e(t) di = / g(0)x(t) dt < / (F(t) — g(t))a(t) dt = / (9(t) — F(@)x(t)dt = 0

Considerando

—1, se f(t)—g(t) <0

para quase todo t € G e z(t) = 0 para quase todo t € R\ G, a funcdo z(t) é mensurdvel.
Como f e g s@o mensuraveis, a funcao h(t) = f(t) —g(t) também é mensuravel(veja o teorema
1.2.1). Portanto:

2(t) = {1, se f(t) —g(t) > 0,
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z~1(@) = (). Conjunto vazio é mensurdvel.

M) ={teT at) =1} ={t € T: f(t) —g(t) > 0} = {t € T : h(t) > 0}, 6

mensuravel;

e v {1 ={teT z(t)=-1}y={teT: ft)—gt) <0} ={teT:h() <0} ¢
mensuravel.

o v ({-L1})={teT: f(t) #g(t)} ={t: f(t)—g(t) # 0},
Com isso:

a7 {~1,1)) =2 ({1} U ({ 1)),

e é mensuravel como uniao de dois conjuntos mensuraveis.

Como os conjuntos =71 ({1}) e 27 ({—1}), 27 4(0) e z7({—1,1}) sdao mensurdveis, segue que
x é uma funcao mensuravel.

Com isso, temos que [|f(t) — g(t)]du = 0, oque implica que f(t) = g(t) para quase todo
G
teq.

(2) = (1). Assuma que:
e f(t) = g(t) quase em todo lugar em G,

e f(t) =0 quase em todo lugar em [ay, 3] \ G,

e g(t) = 0 quase em todo lugar em [ag, Bs] \ G.

Seja x € LP(R). Como os produtos f(t)x(t) e g(t)x(t) sdo integraveis, os integrais estao bem
definidos. Podemos decompor os dominios de integracao:

B1
/f(t)x(t) dt = / f()x(t) dt + /f(t)x(t) dt
ay [a1,1\G G
=0+ [ f(O)x(t)dt = | f(t)x(t)dt,
o]
pois f(t) =0 quase em todo lugar em [ay, /1] \ G.
De modo anéalogo,
B2
/ (D) () dt = / o(B)2 () dt + / g(B)2(t) dt
a2 [a2,B2]\G G
=04 [ g(t)z(t)dt = | g(t)z(t)dt,
o]
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pois ¢(t) = 0 quase em todo lugar em [, f2] \ G.

Como f(t) = g(t) quase em todo lugar em G, segue que f(t)z(t) = g(t)x(t) quase em todo
lugar em G, e assim:

Fz)dt = [ g(t)x(t) dt.
Jromon=]

Portanto,
B1 B2
f@x(t)dt = [ f(t)a(t)dt = [ g(t)x(t)di = [ g(t)x(t)dt
= [zt [ |

O

Vamos assumir que os operadores A, B lineares sao limitados de LP para LP sem estabelecer
condigoes dos nucleos para que estejam bem definidos.

Lema 2.1.2. Seja A: L,(R) — L,(R), 1 <p <00, o operador integral definido por

b1
(Ax)(t) = / kalt, 5)z(s) ds,

1

onde kq : R x [aq, f1] = R € mensurdvel. Defina recursivamente os nicleos kg, por

kao(t,s) = kq(t,s) epara m > 1,

B1
Fum(t, ) = / ka1, ) a1 (1, ) dr (2.1)

1

Entao, para todo n € N e todo x € L,(R), vale

B1
(A"z)(t) = / Fun 1 (t5) 2(s) ds.

1

Demonstragao. Demonstremos o lema por indu¢ao matemética em n, veja em [19], pagina 311.
Seja n = 1, por definicao de A,

B1

B1
(A:B)(t):/ ko(t, s)z(s) ds:/ kao(t,s)x(s)ds,

1 (63}
logo a afirmagao é verdadeira para n = 1. Suponha que, para algum n > 1, vale

B1
(A"z)(t) :/ kan-1(t,s)x(s)ds, V€ L,(R).

1

Entao,

(A1) () = A(A"x

)(t)
ka(t,s) (A"x)(s)ds

aq

/a ﬁ a(t, ) ( /a B a1 (s, 7)(r) dr) ds.
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Pela linearidade da integral e pelo teorema de Fubini,

(A1) () = /a . < /a a8 ks (5.7) ds) 2(r) dr.

1 1

Pela formula 2.1,

B1
/ ko(t,s)kan—1(s,7)ds = kon(t,r).

1

Logo,
B1

(A"“a:)(t)z/ kon(t,m)x(r)dr.

a1

Portanto, por inducao, a férmula vale para todo n € N.

]

Vamos apresentar no teorema a seguir condigoes necessarias e suficientes para operadores line-
ares integrais gerais em termos dos ntcleos integrais envolvidos. Vamos aplicar o Lema 2.1.2 e

o Lema 2.1.1.

Teorema 2.1.1. Seja A, B : L,(R) — L,(R), 1 <p < o0, operadores nao nulos definidos por:

B1 B2
(Ax)(t) = /k’a(t, s)z(s)ds, (Bz)(t) = /k‘b(t, s)x(s)ds,

onde o, Bi, i = 1,2, a; < By, , ko : R X a1, 1] = R e ky : R X [ag, fa] — R sdo fungdes

mensurdveis. Considere o polinémio definido por:

F.(z) = Zéjzj, onde §; € R, j=0,...,n. Considere G = [ay, 1] N[, o] €

J=0

B1

kao(t,s) = ka(t,s), kam(t,s) = /ka(t,r)kam_l(r, s)dr, m=1,...,n,

a

Fy(ka(t,s)) = 0, Fy(ka(t,s)) =Y 8ikaj1(t,s), sen > 1.
j=1

Entao, AB = BF(A) se e s6 se as condigoes sequintes sao satisfeitas:

1. para quase todo (t,r) € R x G,

B1 B2
/ ku(t, 5)ho(s, 1)ds — dokn(t, ) = / ot $) F (ko (5,7))ds:

2. para quase todo (t,r) € R x ([ag, B2] \ G),

B1
/ ka<t’ S)kb<87 ’f‘)dS = 50kb(t7 7”),

aq
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3. para quase todo (t,r) € R x ([ay, B1] \ G),

B2

/k‘b(t, S)En(ka(s,7))ds = 0;

a2

Demonstracao. Aplicando o teorema de Fubini, kernel e pelo Lema 2.1.2 temos:

B B1 B
(A%2)(t) = /k‘a(t, s)(Ax)(s)ds = /ka(t,s) (/ ka(s,r)x(r) dr) ds

onde
B1
kaa(t,s) = /ka(t,r)ka(r,s)dr;
B1 B1 B1
(A%z)(t) = /ka(t,s)(AQx)(s)ds = /k’a(t, s) (/ kaﬂ(s,r)x(r)dr) ds
aiﬁ B1 h " B1
= ( ka(t, s)k‘al(s,r)ds) x(r)dr = /kavg(t,r)x(r)dr,
onde
B
kaao(t,s) = /ka(t,r)kal(r,s)dr,
B1
(A"z)(t) = /ka,nl(t, s)x(s)ds,
onde

kam(t,s) = /ka(t,r)ka,m_l(r, s)dr, m=1,..., kao(t,s) = kau(t,s). (2.2)

(3]
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Daqui segue que
n n B1
(F(A)x)(t) = dox(t) + Z §;(Az)(t) = oz (t) + Z 0, / kaj—1(t,s)x(s)ds (2.3)
j=1 =1
B1
= dox(t) + /Fn(k;a(t, s))x(s)ds, (2.4)
onde .
Fy(ka(t,s)) =0, Fu(ka(t,s)) = > dikaja(t,s), se, n > 1. (2.5)

Agora, calculamos BF(A)x e (AB)z. Temos, :
B2
(BP0 = [ Rl s)(FA))(s)ds

a2

B2 B1
= /kb (6033(5) +/Fn(ka(s,r)x(r)dr)) ds

[e D] aq

B2 B2 [ B2
= (50/kb(t,s)$(s)ds+/ (/kb(t,s)Fn(ka(s,r))ds) x(r)dr

B2 b1
= 50/kb(t,s)3:(s)ds—I—/k‘&b(t,r)x(r)dr
onde 5
kapra(t,r) :/kb(t,s)Fn(k:a(s,r))ds,
B1 B B2
(ABa)(t) = / ku(t, 5)(Bx)(s)ds / k() ( / k’b(s,r)x(r)dr> ds
alﬁz B1 R OQ/BQ
= /(/ka(t; S)kb(S,T>d8) x(r)dr:/]{]ab(t,T)l'<7")d7”,
onde

a2

(£, 7) = / (L, 5k, 7)ds.

a1

Portanto , (ABx)(t) = (BF(A)z)(t) para todo = € L,(R) se e s6 se
B2 B

/(kab(t,r) — doky(t,r)x(r)dr = /k}mBFA(t,T)Z‘(T)dT.

a2 aq
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Aplicando o teorema 1.4.6, a observagao 1.4.7 e o lema 2.1.1, temos que AB = BF(A) se e s6
se as seguintes condigoes sao verificadas:

1. para quase todo (t,7) € R x G,

B1 B1
/ (L, 5o (t,7)ds — Gok(t, 1) — / o (t, 1) F (a5, 1) )ds:

2. para quase todo (t,s) € R x ([awg, 2] \ G),

B1
/ka(t, s)ky(t,r)ds = Soky(t,7);

a1

3. para quase todo (t,7) € R x ([ag, 1] \ G),

B2

/kb(t, $)Fy(ka(t,r))ds =0

a2

]

Exemplo 2.1.4. Sejam A : LP([—2r,2n]) — LP(|—2m,27]), B : LP([—27,2n]) — LP([—2m, 27]),
com 1 < p < oo, operadores nao nulos definidos por:

™

(Az)(t) = / [y costcoss + agsintsins + az costsin s| z(s) ds,

0
m

(Bx)(t) = / (b1 costcos s + by sintsin s| z(s) ds.
0

Podemos encontrar as constantes ay,as,as, by, by € § tal que:
AB = §BA?|

2

)

Usando o Teorema 2.1.1 para verificar a igualidade AB = §BA?, € fdcil notar que f(z) = 0z
entdo n =2, 0o =0, 0 =0 e o, = 6. Portanto,
kao(t,s) = kq(t,s) = aj costcoss + agsintsins + agcostsin s,

™

Fy(t,s) = kaa(t,s) = /ka(t,r)ka(r, s)dr,

0
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onde
I,p = (ajcostcosr + agsintsinr + agcostsinr) - (aj cosrcos s + agsinrsins 4 ag cosrsin s)

Ezxpandindo o produto da integral:
™
k‘ml (t, s) = / [a% costcos® rcos s + aiaq costcosrsinrsins + ajascost cos® rsin s
0

+ agaq Sintsinr cosr cos s + ag sin ¢ sin? 7 sin s + agag sin ¢ sin r cos 7 sin s

+ azaq costsinT cosr cos s + asas costsin® rsin s + ag costsinrcosrsins|dr

Utilizamos as identidades:

s T T

/cos2rd7“:/sin27“d7“:g, /sinrcosrdr:O

0 0 0

Eliminando os termos com integrais nulas, temos:
s K
kaa(t,s) = aj costcoss - / cos®rdr + ajaz costsin s - / cos® r dr

0 0

T T
2 . . ) . 2
+ Gy sintsin s - sin® r dr + aqas costsins - sin® r dr
0

0

Substituindo os valores das integrais
T
kai(t,s) = B [af costcos s + ajsintsins + (ajaz + azas) costsin s|

Calculemos agora

™

L = /ka(t, s) - ky(s,r)ds.
0

Substituindo as expressoes de kq(t,s) e ky(s,r):

I = | (ajcostcoss+ azsintsins + azcostsins) - (by cosscosr + by sinssinr) ds

<a1171 costcos? s cosr + a1by cost cos ssin ssin r

/
/

+ ayby sint sin s cos s cos r + asby sin t sin? s sin r

+ agby costsin s cos s cos r + agbs cos t sin? s sin 7’) ds
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Usando as identidades

™

s ™
2 .2 ) .
cos“sds = [ sin sds:a, sinscossds =0,
0 0

0
obtemos:
T , . s ) T
I, = a1by costcosr - 5 + agbysintsinr - 5 + asby costsinr - 5
T
I, = 3 (a1by costcosr + agby sint sinr + azbs costsinr) . (2.6)

Portanto, temos:

s

/ka(t, s) - ky(s,r)ds =

0

(a1by costcosr + agby sintsinr + aszby costsinr) .

b 3

Calculemos Iy :
I2 - /kb(t7 S>F2<ka(87 T))dS,
0

™
7r
. . 2 2 . . .
I, = / [by costcos s + by sint sin S]E (afcos scosr + ajsinssinr + (ajaz + asas) cos ssinr) ds,

0

s
I== | [bycost by sint sin s] (a3 Zsinssi inr) d
2= 5 [b1 cost cos s + by sintsin s] (a7 cos s cosr + a3 sin ssinr + (araz + asaz) cos ssinr) ds,

0

I, =

ol

™
/ (bl a2 cost cos® s cost + byas cost cos ssin ssinr
0

+ by (a1as + agas) cost cos® ssinr

+ bya? sint sin s cos s cos T + byas sint sin® ssinr

+ ba(aras + agas) sint cos s sin s sin r) ds

Utilizando as identidades:

/cos2sd5:g, /sin25ds:g, /cosssinsds:o,
0 0 0
temos: )
I, = % (bla% costcosT + by(ajas + asas) costsinr 4 byal sin t sin 7") (2.7)

Segqundo o Teorema 2.1.1,como 6y = 0, entdo doky(t,7) = 0. Assim sendo,

m ™

/ka(t, s)kp(s,r)ds = /kb(t, s)Fy(ka(s,r))ds,

0 0



Capitulo 2. Relagoes de Comutatividade envolvendo Operadores Lineares 36

se e somente se, I} = Iy, que das igualidades (2.6) e (2.7), temos o sistema

( 2

Ealbl = (Sﬂ—a%bl
2 4
gagbg = 5%61 (CL16L3 + azag) (28)
™ ™ 9
\Eang = 511)2@2

Vamos determinar algumas solugdes de (2.8) como casos particulares de operadores desta
familia que satisfazem AB = §BA2%, § # 0.

Resolvendo a equagao (2.8) para ay, assumindo by # 0, dividimos ambos lados por gbl :

T 9 T 9 ™ 2
ag =0=aj=>d0=ai—a;=0=>a1(0=a; —1)=0=a,=0 ou a3 =—.
2 2 2 o

Resolvendo a equagdo (2.8), assumindo by # 0, dividimos ambos lados por ng :

T, T, 7r
a2:5§a2:>5§a2—a2:():>a2(5§a2—1):O

. . 2
Logo, as solugoes sao: a; =0 ou ags = 5
s

2
Resolvendo a equagio (2.8), colocando as em evidéncia: gagbz = 5%1)1&3(@1 + as)

e

7T2 m
2b2 = 6Zb1(a1 + a2> = by = 55()1(@1 + CLQ).

Se a3 # 0, podemos dividir ambos lados por as:

Consideremos 0s sequintes casos:

T
Caso 1: a1 =0, ay =0: a1+a2:0:>b2:5§b1-020

Solugdo: a; =ay =by =0, 6 € R\{0}, a3 € R\ {0}, b €R. Portanto, os operadores
correspondentes sao:

™

(Az)(t) :][a3 costsin s| x(s) ds = ag cost/sinsx(s) ds,

0

(Bz)(t) = / [by cost cos s| x(s)ds = by cost/cossx(s) ds
0 0
e satisfazem AB = 6BA? =0, § # 0.

2 2 2
Caso 2: a1 =0, ap = —: a1+ ay=— = by =0mb; - — = 2b;
om om om
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Solucao: a1 = 0, ay = —, by =by, 0 #0, asz # 0. Assim, obtemos os operadores

correspondentes

(Az)(t) = / {53 sintsins + azcostsins| z(s) ds,

™

(Ba)(t) =

by [cost cos s + sintsin s| z(s) ds,

O\m

=

que satisfazem AB = §BA* = [ [%sint sins + % azcost sins| z(s)ds, § # 0.

2 2
Caso 3: a1 = —, aa=0: a1 +ay = — = by =2
o o

2
5o 02 = 0, by =2b, 6 #0, az € R\ {0}.Por tanto, os operadores
0

correspondente sao:

Solucdao: a1 =

s

(Ax)(t) = / {53 costcos s + az costsin 3} x(s) ds,
T
0

™

(Bx)(t) = / [by cost cos s + 2by sintsin s] x(s) ds.
0

T 1
e satisfazem AB = 0BA* = / by cost <5 COS § + agm sin s) x(s)ds, 6 #0.
0

2 4 4
Caso 4: ay =ay = —: a1 +ay = — = by = dmwb; - — = 4b;
om om om

2
Solugao: a1 = ay, = 5o by = 4by, 6 #0, a3z # 0. Assim, os operadores correspondentes
. s
sdo:

™

2 2
(Az)(t) = / LS— costcos s + pou sintsin s + a3 cost sin s] x(s) ds
7r m
0

™

(Bz)(t) = / [by costcos s + 4by sintsin s] z(s) ds.

0

e satisfazem AB = §BA% = / b1

1 4
(— costcos s + 2agmcostsin s + 5 sin ¢ sin s) x(s)ds, § # 0.
0

J

Além disso, podemos ter outras solucoes , por exemplo:

2
Solugao: a; = a3 = 0, a9 = 5 d € R\ {0}, b € R, by € R. FE os operadores
T
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correspondentes sao:

T

(Az)(t) = j [;smtsms] x(s)ds:%sint / sin s a(s) ds,

T

0

(Bz)(t) = /[bl cost cos s + by sintsin s] z(s) ds.
0

b s
e satisfazem AB = §BA* = 32 sint/ sinsz(s)ds, § # 0.
0

Observagao 2.1.1. Se § = 0 na relagio AB = 6BA?, tem-se AB = 0 que significa procurar
divisores de zero, ou seja, operadores A # 0 e B # 0 mas AB = 0. Do sistema (2.8) podes
encontrar algumas solugoes, por exemplo:

Solugao: a; =0, by €R, by=0, ay R, a3zecR. Os operadoes correspondentes sao:

(Az)(t) = / [agsintsin s + az costsin s| z(s) ds,
0

(Bx)(t) = /Oﬂblcostcossx(s)ds.

Solucdo: by =0, a1 €R, by #0, ay =0, az=0. Os operadores correspondentes sao:

(Ax)(t) = /07r aj costcossx(s)ds, (Bx)(t)= /07r by sintsin s x(s) ds.

2.2 Relacao de comutatividade para operadores integrais
com ntucleos separaveis

Nesta secgao consideramos a relagdo AB = BF(A) no caso particular de operadores integrais
com nucleos separaveis, onde a caracterizacao geral se reduz a condi¢oes funcionais e algébricas
mais explicitas.

Teorema 2.2.1. Sejam A : LP(R) — LP(R), B: L’(R) — LP(R), com 1 < p < oo, operadores
nao nulos definidos por:

B1 B2
(Az)(t) = / a(D)b(s)z(s) ds, (Bx)(t) / c(t)e(s)(s) ds,
onde o, B; ER, 1 =1,2, oy < By, ag < fa, a,c € LP(R), b € Li([ay, f1]), € € LU ([az, fa]), €
1 1
S 4-=1.
p q

Considere o polinomio:

F(z) = Zéjzj, ), eR, 5=1,..,n
=0
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Sejam:
G = [y, Bi] N [z, Bol,
ki = Z 5]‘#[041,51](@7 b>j71:u[a2752]<a7 6), ko = /"L[Ot1”811<b7 C)?
j=1
B2 81 j—1
onde ﬂ[alﬁﬂ(aab) = f a(s)b(s)ds e Mo, 51] a,b)’ <f ) :

aq

Entao, AB = BF(A) se, e somente se, as sequintes condigoes forem satisfeitas:

(1) (a) Para quase todo (t,s) € supp(c) x (supp(e) NG):
(i) Se ko # 0, entao

b(s)k1 = Xe(s), al(t) =

para algum escalar real \;
(i) Se ky =0, entao
k1b(s) = —doe(s);

(b) Se t ¢ supp(c), entdo ou ke =0 ou a(t) =0 para quase todo t ¢ supp(c);

(c) Se s € G\ supp(e), entdo ou ky =0 ou b(s) =0 para quase todo s € G \ supp(e);
(2) kaa(t)—doc(t) =0 para quase todot € R,  ou e(s) = 0 para quase todo s € [ag, 2] \G
(3) ki1 =0 ou b(s)=0 para quase todo s € [, f1] \ G.

Demonstracao. Observamos que, como a,c¢ € LP(R), com 1 < p < oo, e b € L([aq, f1]),
e € LY[ag, f2]), onde 1 < g < o0, e —+ — =1, entdo, como ja foi mostrado no Teorema 1.4.3

q
, os operadores A e B estao bem definidos e sao limitados.

Pelo calculo directo, temos:

B1 B1 B1

(A2)(1) = / a(D)b(s)(Az)(s) ds = / a(D)b(s)a(s) ds / b(r)a(r) dn

Mo, 6] (a’ b) (A[L’) (t)

Analogamente:

(A%2)(t) = A(A2)(t) = p1jay 5] (a, b) (A%2)(t) = fifa, (0, 0)* (Az)(2).

Para quase todo ¢, supomos por inducao:

(A™)(t) = po oy (0, 0)" " (Az)(t), m=1,2,...

Entao:

(Am+1x) (t) = A(Amx) (t) = M[al,ﬁl](a’ b)m_l(A2$)(t) = U[al,ﬁl}(a> b)m(A:E) (t)
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Para o operador AB, temos:

B1 B2 B2
(ABzx)(t) = /a(t)b(s)c(s) dS/e(T1>$(7'1)dT1 = /@/a(t)e(ﬁ)x(ﬁ)dﬁ

Para F(A), definimos:

j=1

. by
(P(A))(t) = Boa(t) + at) Y Syponsastf " [ bir)a(r) dr

Logo:

B2
(BF(A)x)(t) = 5oc(t)/e(7'1)x(71)d7'1

(%)

n B2 B
o) S G0,y [ elrlar)dr [Wra(n) dn

B2

B1
= 5oc(t)/e(7'1)x(7'1)d7'1—I—c(t)kl/b(ﬁ)x(ﬁ)dﬁ.

a2

Portanto, (ABxz)(t) = (BF(A)z)(t) para todo x € LP(R) se, e somente se:

B2 B
/[k‘ga(t) — doc(t)]e(s)x(s)ds = /klc(t)b(s)x(s) ds

Aplicando o teorema 1.4.6, a observacao 1.4.7 e o lema 2.1.1, temos que AB = BF(A) se, e
somente se, as seguintes condig¢oes sao satisfeitas:

1. Para quase todo (t,s) € R x G,

[kaa(t) — oc(t)]e(s) = kie(t)b(s)

2. koa(t) — doc(t) = 0 para quase todo lugar ¢t € R, ou e(s) = 0 para quase todo s €

[avg, Ba] \ G5
3. k1 =0, ou ¢(t) = 0 para quase todo lugar t € R, ou b(s) = 0 para quase todo lugar
s € [ag, 1]\ G.

Reescrevendo a Condigao 1:

(a) Suponha (t,s) € supp(c) x [supp(e) N G].
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(i) Se kg # 0, entao:

do + A
ks

e S) - C(t) — 50 =)\= k’lb(S) = )\6(8), a(t) —

kib(s)  koa(t) c(t)
(

(ii) Se ko =0, entao:

—dpc(t)e(s) = kic(t)b(s) = kib(s) = —doe(s)

(b) Se t ¢ supp(c), entdao: ksa(t)e(s) =0= ou ky =0, ou a(t) =0 quase em todo lugar,
ou e(s) =0 quase em todo lugar (isso implica B = 0)

(¢) Se s € G\ supp(e), entao:

kic(t)b(s) =0 =o0u k; =0, ou b(s) =0 quase em todo lugar, ou ¢(t) =0 quase em
todo lugar (implica B = 0)

0
Exemplo 2.2.1. Sejam A : LP([—2m,27]) — LP([2w,27]), B : LP([—27|,2x]) — LP([—2m, 27]),

com 1 < p < oo, operadores nao nulos definidos por:

(Az)(t) =

[(ay cost + agsint)(az cos s + agsin s)| z(s) ds,

(Bx)(t) = [(by cost + by sint) cos s] x(s) ds.

St~y T —

Pretende-se encontrar as constantes ai,as,as,as,by e by tais que AB = BA?. Pelo Teorema
2.2.1, temos que :

a(t) = aj cost + agsint, b(t) = agcost + aysint, e(t) = cost.

Notemos que f(z) = 2>

, assim, 0g =0, 61 =0, e 0o = 1. Portanto
k1 = pia,s(a;b) pia,g(a; €), € ky = pa,g (b, ).

Calculando as duas integrais:

/a(t)b(t) dt = /(al cost + agsint)(agcost + aysint) dt
0 0
= ajas / cos® t dt + (a1a4 + aszas) /costsintdt + asay /sithdt
0 0 0

T T T
= CL1CL3§ + (a1a4 + asag) - 0 + a2a4§ =3 (ara3 + asay),
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T ’7T

/a(t)e(t) dt = /(a1 cost + agsint) cost dt

0 0
™ ™

:al/COSQtdt+a2/sintcostdt:gal.

0 0

Portanto,

7T2

m:/@@wmhbzw%+@mM,

De sequida temos:

™ ™

ky = /b(t)c(t) dt = [ (agcost + agsint)(by cost + bysint) dt

0

[e=]

2

= 5 (CL3bl + (14b2).

= asby~ + (azbs + asby) - 0+ a4b2g
T

Entao,sequndo o Teorema 2.2.1, AB = BA? se, e somente se, as sequintes condicoes forem

satisfeitas:

Se ky # 0, entdo kib(s) = Ae(s) e a(t) = 2F2¢(t), para algum \ € R, assim,

ko

7T2

T (a1a3 + asaq)aqfag cos s + agsin s] = Acos s

bicost 4 bysint
% (CL3b1 -+ Cl4b2) '

aj cost + assint = A

Da a equagao (2.9), podemos simplificar admitindo ay = 0. Assim,

2 , 2
T (a1a3 + az - 0) ay [agcoss + 0 - sin s] = vy (aya3) ay az cos s.
™ 5
= — aj a5C08 5 = ACOS S.
g 19

a3. Subistituindo na outra equagao (2.10) temos:

W—2a2a2 b cost—i—bzsint.
4 173 %(agbl +CL4b2)

a1 cost + assint =

2
Substituindo \ = %a%a% na equagdo (2.10), obtemos:

2 .
, T 5 5 bycost+bysint
aicost + assint = — ajas - .
peostaz 4710 T(aghy + asby)

(2.9)

(2.10)
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Admitindo ay =0 e a3 # 0 seque-se que

. s bicost 4 bysint
alcost—i-aQsmt:aa%ag L b 2 )
1

(by # 0).

Identificando os coeficientes de cost e sint, obtém-se o sistema:

T o9
a; = E(Zlag,
T =
CLle = 5 alagbg.

ay (1 — galag) = 0. Logo, distinguem-se dois casos:

Caso 1: a; = 0. Substituindo na seqgunda equacdo, obtém-se asby = 0. Como by # 0, seque-se
que as = 0. Neste caso, az € qualquer niumero real nao nulo, by é qualquer nimero real nao
nulo, e by € arbitrdrio. Assim, a familia de solugoes é:

ar =0, ay=0, agéR\{O}, as =10 bleR\{O}, by € R.

Que resulta em A =0. Mas, quando ay # 0 a familia de solugoes é:

a1 =0, b =0, a;;E]R\{O}, ay =0 (IQER\{O}7 by € R.

Obtemos os operadores correspondentes,

K

(Az)(t) = aqagsint /cossx(s) ds,

0
m

(Bz)(t) = bysint /coss x(s) ds.

0

ques sastisfazem AB = BA? = 0.

Caso 2: a1y # 0. Da primeira equagao obtemos

T 2 2
l—=aja3=0 — aqaz3=—- — a3=—.
2 T Tay
Substituindo na sequnda equacao:
s s 2
(lle = § a%ag bg = 5 CL% <7T_CL1) bQ = albg.
Portanto,
b
(lle = Cllbg — bQ = E
a
Assim, a familia de solugoes é:
2 CLle
GleR\{O}, GQER, az = —, &4:(), bleR\{O}, b2:_.
T a1
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Portanto, os operadores correspondentes sao:

™

(Az)(t) = Wial [(ax cost + as sint) (cos s)] z(s) ds,

a

50900 = [ [ (o 2 i) cons] oy

e satisfazem AB = BA* = b, (cost + 2 sin t) / cos s x(s) ds.
0

a1

Observacao 2.2.1. E possvel encontrar outras solugoes para os operadores A e B. De facto,
apartir equagao (2.9), distribuindo os factores, obtemos
2 2

T .
ajaz + asay) ay agcoss + T (a1a3 + agay) aj agsins = A cos s.

7 ¢

Assim,
2

(ara3 + asay) a ag = A,

T
4
2
T (a1a3 + asaq) a; aq = 0.

Apresentaremos a seguir um corolario que parte do Teorema 2.2.1 em que a; = a3 = « e

Pr=p2=0.
Corolario 2.2.1. Sejam A : LP(R) — LP(R), B : LP(R) — LP(R), com 1 < p

operadores nao nulos definidos por:

IN
3

B B

(Az)(t) = / a(D)b(s)z(s) ds, (Bx)(t) / c(t)e(s)(s) ds,

[0} (07

1 1
onde o, B €ER, a < B, a,c€ LP(R), bye € LY([a, f]), 1 < g <00, com —+ —=1.
p q

Considere o polinomio F(z) =g+ 012+ -+ 0,2", com 0; €R, j=0,...,n. Defina:
ki = Z 5j M[a,ﬂ](CL? b)jilﬂ[a,ﬂ](av 6)7 ky = N[a,ﬁ](@ C)'
j=1
Entao, AB = BF(A) se, e somente se, as sequintes condicoes forem satisfeitas:

1. Para quase todo (t,s) € supp(c) x supp(e), temos:

(a) Se ko # 0, entdo kib(s) = Xe(s) e a(t) = 6(’;2”\0(15), para algum A € R;
(b) Se ko =0, entdo kib(s) = —dpe(s).
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2. Se t ¢ supp(c), entdo ou ke =0 ou a(t) =0 para quase todo t ¢ supp(c).

3. Se s € [, B] \ supp(e), entao ou ky =0 ou b(s) =0 para quase todo s € |a, ] \ supp(e).

Demonstracao. A prova segue directamente do Teorema 2.2.1, com oy = s =, 1 = B = 3

e G=la,p]. O

Proposigao 2.2.1. [5] Sejam A : LP(R) — LP(R), B : L’(R) — L?(R), com 1 < p < oo,
operadores nao nulos definidos por:

B B
(Az)(t) = /a(t)b(s)a:(s) ds, (Bz)(t) = /c(t)e(s)x(s) ds,

« «

1 1
onde o, B ER, a < B, a,c € LP(R), be € LY ([a,f]), com 1 <g<oc e —+—=1.
b q

Considere um polinomio:
F(Z):50+512++5n2n, 5j€R,j:O,...,n.
Defina:

ki = Z 5]':“[04,6](@’ b)j_llu[a,m(aa 6)7 ky = M[a,ﬁ](ba C),
j=1

onde
B

a3 (U, V) = /u(s)v(s) ds.

«

Suponha que AB = BF(A). Se ko #0 e ky # 0 na condi¢cdo 1(a) do Coroldrio 2.2.1, entdo a
constante nao nula \ que aparece nessa condi¢cao satisfaz:

F(X4d0) = A+ do.

Proposicao 2.2.2. [5] Sejam A : LP(R) — LP(R), B : L’(R) — LP(R), com 1 < p < oo,
operadores nao nulos definidos por:

B B
(Az)(t) = /a(t)b(s)x(s) ds, (Bz)(t) = /c(t)e(s)x(s) ds,
onde o, B ER, a < B, a,c € LP(R), be € LY ([a, f]), 1 < q < 00, com %—l— é =1.

Considere o polinomio:
F(z) =60+ 012+ -+ 6,2", 6 €R, j=0,...,n.
Suponha que, para quase todo (t,s) € supp(c) X supp(e), temos:

at) = 2 Zj%(t), b(s) = ]%e(s), (2.11)
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para constantes A, ki, ko € R, todas diferentes de zero.

Se F()\+(50):>\+50 (&

B
A
ky = k—llu[a, }(&C)? com ,LL[aﬂ](e,c) = /6(8)6(8) ds,

entao:

A+ 0o

(UA:mw@m)

B;

(2) Para todo x € LP(R) e quase todo t € supp(c), temos:

(ABz)(t) = (BF(A)z)(1).

Exemplo 2.2.2. Sejam A : LP(R) — LP(R), B : LP(R) — LP(R), com 1 < p < oo, operadores

integrais definidos por:

m ™

(Az)(t) = /a(t)b(s)x(s) ds, (Bz)(t) = /c(t)e(s)x(s) ds,

0 0

1 1
onde a € LP(R), b€ LI([0,7]), 1 < g < o0, 5%—5 =1; ¢(t) =2 e e(s) =sin(s).

o polinémio F(z) = 2%+ 2z — 1 e para quase todo (t,s) € supp e, temos:

MQ_AL%,kﬁ@_Ad@

para A um real nao nulo, e para k1 =1 temos,

bzA]dWﬁM&

Assim sendo,
™ ™

ko = )\/sin(s) 2ds = 2)\/sin(s) ds = 4\.

0 0

Consideremos

Pela Proposi¢io 2.2.1, para que AB = BF(A), F(A+ &) = A+ dp. Como 6y = —1, entao

temos F(A—1) =X — 1. Assim,
A=1*+A—-1-1=XA—1, ¢ A=2,
pela Proposicao 2.2.2

A+ do 2—-1

1 . (1,
A= B = B:ZB. Logo, A* = 1 B*.

0}6(3)0(8) ds LO;EQ sin(s) ds
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Por outro lado temos:

T s

(B*x)(t) = /c(t) - sin(s) /2 - (sin(7))x(7) dr | ds = 4(Bx)(t).

0 0

2 2
oo () e ()it

Desta forma, temos:

Seque que:
F(A):AMA-I:QA-[:Q&B—I:%B—[,
BF(A):B(%B—I):%BQ—B:%AB—B:B.
Finalmente,

1 1 1
AB=-B-B=--B*=--4B = B = BF(A).
4 4 4
Desta forma, os operadores

™ ™

(Az)(t) = /a(t)b(s):z:(s) ds, (Bx)(t) = 2/sin(s) x(s)ds
satisfazem AB = B(A*>+ A—1)= BA?+ BA — B.

Exemplo 2.2.3. Sejam A : LP([0,7]) — L*([0,7]), B : LP([0,x]) — LP([0,7]), com 1 < p <
00, operadores integrais definidos por:

m ™

(Ax)(t) = /a(t)b(s)x(s) ds, (Bz)(t) = /c(t)e(s):r(s) ds,

0 0
1 1
onde a € LP([0,7]), b € LU([0,7]), 1 < g < oo, —+ - =1, ¢(t) =sint —2cost , e(s) =
P q
cos(s) +sin(s). Consideremos o polinémio F(z) = 2> +2z—2 e para quase todo (t,s) € supp e,
temos:

A+ 0
alt) = O kyb(s) = Ae(s)
2
para um X real nao nulo, e para ki =1 temos,

ks = A / e(s)c(s) ds.

Calculando a integral:

/e(s)c(s) ds = [ (coss+sins)(sins — 2cos s) ds
0

[en]

T
.. 9 2 . ™
[sm s — 2cos” s —sinscos s dS:—E.

0
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Portanto

Pela Proposi¢io 2.2.1, para que AB = BF(A) devemos ter F(A+ dy) = A+ &y. Visto que
0o = —2, temos:

FA=2)=X2-2 <= (A-22+21-2)—-2=X-2,

A=22+(A=2)-2=0 = (A—-22+(A-2—-2=0=A=0 ou \=3.

Pela Proposicao 2.2.2:
A+ dg 3—2 2

A=— B = 2B =——B.
Je(s)e(s)ds -7/ i
0
Portanto: )
A% = (-3) B? = %32
T T

Logo:

Seque que:

2
F(A)=A*+2A -2 =A+2A -2 =3A—-2] =3 <——B) —21:—§B—21,
m

T

BF(A) = B (—QB - 21) _ Op_yp_ O (—%B) —9B=3B-2B =B,

™ s

N

Finalmente: 5 5 5
AB = <__B) B=--pB2=-_"=Z (—%B) = B = BF(A).

™

Observagao 2.2.2. Note que apartir dos exemplos (2.2.2) e (2.2.3) , temos
A? = pA, peR\{0}.

Nestes casos € possivel transformar a relagao de comutacio AB = BF(A) em AB = BG(A),
onde G € um polinomio de grau inferior a F'.



Capitulo 3

Propriedades algébricas dos
Representantes da Relacao de
Comutacao

Neste capitulo, estudaremos as propriedades algébricas das relacoes de comutatividade. O
nosso objectivo é deduzir formulas equivalentes que permitam reescrever expressoes contendo
elementos da algebra gerada pelos representantes da relacao de comutacao. Para uma descricao
mais detalhada destas propriedades, veja, por exemplo, [14] e [19].

3.1 Poténcia e calculo polinomial associados a relagao de
comutacao

Nesta secgao estudamos as consequéncias algébricas da relagao de comutacdo AB = BF(A),
com énfase em iteragoes, poténcias e calculo funcional, obtendo identidades envolvendo com-
posicoes da funcao F'.

Definigao 3.1.1. [1j/[Reordenamento] Sejam A e B elementos de uma dlgebra nao comutativa
definida por uma relagao de comutacdo. Reordenar um elemento envolvendo A e B significa
trazé-lo, usando a relacao de comutagao, para uma forma na qual todos os elementos B estejam
a esquerda ou a direita. Por exemplo:

AB? = B2A+ 2BA + A.

Proposicao 3.1.1. Sejam A e B operadores lineares e F' : R — R uma fung¢ao com cdlculo
funcional apropriado tal que AB = B F(A). Entao, para qualquer polinémio H, temos:

A'B=B[F(A)), j=1,23,..., (3.1)
H(A)B* = iajBk[F"k(A)]j, k=1,2,3.., (3.2)

49
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H(A)B¥ = B (Ho FP™(4)), k=1,2,3,..., (3.3)
onde F°®) ¢ a k-ésima composicao de F consigo mesma: F°) = F ¢ Fobtl) = o [otk)
Demonstra¢ao. Demonstremos (3.1) usando a indu¢ao matematica. Seja j =1, entdo , AB =
B F(A).Suponha que A’B = B[F(A)})’ para algum j > 1, entao

AIMB = AJ(AB) = (AVB)F(A) = B[F(A))JF(A) = B[F(A)]".

Isso prova (3.1). Usaremos também, a indugao matemética em k para demonstrar (3.2). Seja
k=1, entao A’B = B[F(A))’. Agora, suponha que, para algum k > 1,

AIBF = BF[FR(A)].

Entao .
A/B"! = (ATB")B = B* [F**(A)]’B.

Vejamos que, . ’ .
[F*¥(A)]'B = B ([FM(F(A)])’) = B [F*(A4)).

Logo, . .
AjBk+1 _ BkB [Fo(kJrl)(A)]] _ BkJrl [Fo(kJrl)(A)]].

Assim, para o polinomio H(A) = > " ;A7 obtemos:

H(A)B* = zn: §;A1B* = En: 5, BF(FH(A)) = B'f(zn: 5j(F°k(A))j>.

=0

Vejamos também, que para um polinémio H(A) = Z?:o §; A7, n=0,1,2,3...,

H(A)B = i(SjAjB = i §;B[F(A)) = B(H o F(A)). (3.4)

j=1 j=1
Podemos também provar a férmula (3.3) usando indugao em k. Para k = 1, segue da férmula
(3.4). Agora suponha que (3.3) é vélido para qualquer k£ > 1, entao
H(A)B**!' = (H(A)B*)B = B*(H o F°®)(A))B.

Pela formula (3.4), (H o F°®W(A))B = B*B(H o F°*+t1(A)). Assim,

H(A)B**' = B"B(H o F**D(A)) = B¥'(H o F°*H1).
Isso prova a férmula (3.3).

]

Teorema 3.1.1. Seja r um nimero inteiro positivo. Se A e B sao elementos duma dlgebra
satisfazendo ABy = By Fy(A), entdo para qualquer inteiro positivo ky e quaisquer polinomios F;
e Hy, onde t=1,2,3...r,

ﬁ Hy(A)B}* = H By (H Hyo (F™ om0 7)) (A)) (3.5)
t=1 t=1 t=1
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Em caso particular, se AB = BF(A), qualquer nimero inteiro positivo k e polinémios F e
H,

(H(A)B")" = B* (H Ho F°<“f>> (3.6)

Demonstracao. Provemos (3.5) pela indu¢do matemética em r. Para r = 1, a equagdo (3.5)
segue de (3.3). Agora suponha que a férmula (3.5) é verdadeira para um inteiro positivo r,

entao,
r+1

[1#8:(4)B = (H H,(A ) Hy (A)BI
t=1

Pela hipétese de inducao, o primeiro produto é

15 (HHto (7 o-~-oFf“>(A)) |
t=1 t=1

Assim,

r+1
s = <H Bkt) (H Heo (F o---oka1><A>> Hyan (A)BY
t=1

t=1

Pela Proposicao (3.1.1) ,
(H Hyo(F o o Ff’“>(A)> H, 1 (A)BY
t=1

— By (H Hyo (F*o- -0 Ff’“)(A>> (e o (B 00 M) (4)

t=1

Portanto,

r+1 r+1 r+1
] #a)8t = (HB?) (HHt (F* o Ff’“1>(A)>-
t=1 t=1

Portanto, a identidade vale para r + 1. Pelo principio da inducao, vale para todo r. E isso
prova a férmula (3.5), que também prova (3.6), quando ky = -+~ =k, =ke [} =---=F, = F.

]

Corolario 3.1.1. Seja r um numero inteiro positivo. Se A e B sdo elementos duma dlgebra
satisfazendo ABy = ByFy(A), entdo para quaisquer nimeros inteiros positivos k e j,

AIB* = BF[Fok(A)), (3.7)
(AjBk)r _ gk (ﬁ (Fo(tk)(A))j> ’ (3.8)

para qualquer nimero inteiro nao negativo k; onde t = 1,2, ...,

ﬁAJ’Bft — ﬁ sz (ﬁ (Fto(kt) 0---0 Eo(kl))j (A)) ' (3.9)
t=1

t=1 t=1
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Exemplo 3.1.1. [14] Seja r um inteiro positivo, F' e L polindmios, e seja A, T e A elementos
de uma dalgebra satisfazendo as relagoes

AB = BF(A),

AT = TL(A),

Entao para os inteiros positivos 1, 5, k, ji, l; e ki, e quaisquer polinomios F' e Fy, onde t =
1,2,3---r, temos

A'B = B[F(A)p,
AT = T[L(A)P,
pela formula (3.1). Também, pela férmula (3.3) podemos ter
H(A)B = B(Ho F(A)),
H(A)T =T(H o L(A)),
H(A)B' = B'(H o F°'(A)),
H(A)T* = T*(H o L°*(A)),
H(A)T*B' = T*B'(H o F° o L°%),
H(A)B'T* = B'T*(H o L°F o F°}).
Daqui seque que

(H,(A)T* B")(Hy(A)B2T*?) (3.10)
= TMB"B2T™ ((Hy o F°'" o L1 (A)) - (Hy o F°2 0 L% o F°1 o L°%2( A)). (3.11)

De facto , pela equagao (3.5) obtemos

<

f[ H,(A)T"B' = [ T B"
t=1

~
sy

(H(Ht o Ft oL o0 F"o L"’“l)(A))
[[&.(A)B'T" =[] B 1" (
t=1

t=1

(-Ht OLokt OFOlt O--- oLOkl o FOll)(A)> )

W
Il
—

Pela formula (3.9) temos

[[aT* B =]]1"B" ( (Fo Lo .o Fol o LRyl (A)>
t

t=1 t=1

H AjBlTk — H TktBlt ( (Lolt o FOkt 0O+--0 Loll o FOkl )jt (A)) )
t

t=1 t=1

Com isso, pela equagdo (3.8) temos,

(HA)T*BY = (T*B"" (ﬁ(H o(Fo LOk)°t)(A)>

t=1
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(H(A)B'T*)" = (B'T*)" (ﬁ(H o (L% o FOZ)Ot)(A)> :

=1

~+

Pela formula (3.7) obtemos

<3

t=1

(AjBlTk)T _ (BlTk:)r (H((Lok o Fol)ot)jt(A)> )

<

(ATHBY) = (1" By (H«F“ 0 L°k>°t>ﬂ<A)>

t=1

Teorema 3.1.2. Sejam A e B; operadores lineares e seja F' um polinomio. Suponha que,
para j=1,2,...,n, AB; = B; F(A). Entdo,

AB\By---B, = BiBy--- B, F°™(A).

Demonstrac¢ao. Primeiro provemos que, para qualquer polinomio H e qualquer j,
Faremos a demonstracao por inducao em k. Para k = 1, temos directamente da hipétese:
AB; = B;jF(A).

Portanto, a féormula é valida para k = 1. Suponha que, para algum k£ > 1, a igualdade seja
valida, isto é,

A*B; = B;(F(A))".

Entao,
A B; = A(AFBy).

Pela hipotese de inducao,
AMIB; = A(B;(F(A)Y).

Como (F(A))* ¢ um polinémio em A, ele comuta com A, e assim
AR, — (AB,)(P(A)).
Usando a relacao AB; = B;F(A), obtemos
AFFB; = (B F(A)(F(A)* = By(F(A)M.
Portanto, pelo principio da inducao matematica, temos
A*B; = B;(F(A))", Vk>1.

Assim, para H(z) = >, 6;27,

j=1

HAB, = 36,48, = 36, B (F)Y = S B, (F(A))’ = B, H(F(4))

J=1
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Agora, provamos o enunciado por indugao em n. Para n = 1. Por hipotese,
AB; = B{F(A) = BiF°W(A).
Suponha que para algum k > 1 valha
AB\By---By, = B1B,---B, F°W(A).

Entao,
ABy BBy = (ABy -+ By) By
= (Bl -+ By FO(k)(A)) Bri1
= By--- B (FO(k)(A) Bk+1)
=B, By (Bk+1 FO(’“)(F(A)))
= By ByBi1 Fo(k+1)(A)‘

Logo, a afirmacao vale para k + 1. Pelo Principio da Inducao Matematica, vale para todo

n. [
Teorema 3.1.3. Sejam Ay, As, ..., A, e B operadores lineares e seja F' um polinomio. Su-
ponha que, para cada j =1,2,...,n,

A;B = BF(A)).
Entao

AjAs - Ay B = BF(A)F(Ay) -+ F(A,).

Demonstracao. A demonstragao serd feita por inducao em n. Como base n = 1: Temos

directamente da hipdtese

Agora, suponha que para algum k& > 1 valha
Mostremos que a afirmacao ¢é verdadeira para k + 1. De facto,

AyAy - AgApa B = Ay Ay - - Ay (Ags1 B)
— Ay Ay Ap(BF(Agyr))
— (A4 Ay - - AB)F(App).

Aplicando a hipétese de inducao ao produto A; --- A, B, obtemos:

ou seja,

AjAg -+ AgAr 1B = BF(A))F(As) -+ F(AR)F(Aksq).

Assim sendo, pelo principio da Inducao Matematica, a igualdade
A1Ay- - AyB = BF(A))F(Ay) - F(Ay)

é valida para todo n. O
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3.2 Representacao das composicoes do polinémio F' em
operadores integrais

Nesta seccao apresentamos a representacao das composicoes sucessivas do polinémio F' apli-
cadas a operadores integrais em LP(R). Calculamos as operagoes algébricas de elementos da
algebra de representantes da relagao de comutagao AB = BF(A) quando A e B sao operadores
integrais e F' um polinémio.

Lema 3.2.1. Sejam ay,51 € R, com a1 < pi, e kq(t,s) : R x [ag, 1] = R uma fungao
B1

mensurdvel tal que o operador (Az)(t) = [ ku(t,s)z(s)ds, para quase todo t, estd definido
ay

em LP(R), 1 < p < oo. Considere um polinomio F(z) = do+0612++ - -+0mz™, 0oy...,0m € R,

e defina

B1

kao(t,s) =kq(t,s), ka;(t,s)= /k’a(t,r) koj1(r,s)dr, j=1,...,m,

@y

Fona(ka(t,s)) = 0 kaja(t,s),
j=1

b1
Fi(kalt, 5)) = / Font (ko (7)) Fos1 (ko 8)) dr, i = 2,3, .

(63]

Entao, para cada i =0,1,2,..., o operador G; : LP(R) — LP(R), definido por
(Gix)(t) =4 | (3.12)

€ linear e satisfaz a sequinte propriedade:

Gi(Gz)(t) = (Giya)(t), i,5=0,1,2,... (3.13)

Demonstracao. Por definigao, o operador G; ¢ bem definido e linear. Se pelo menos uma das
variaveis 1, j for zero, entao o resultado é trivial. Suponhamos que ¢ # 0 e 7 # 0. Fixamos
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j # 0 e procedemos por inducgao em i. Para i = 1, pelo teorema de Fubini, temos:
b1 B
G (Ga)(t) = / Fpa(kalt, s)) / Eyj(kals, ) 2(r) dr | ds
Br [ B1
_ / / Foa(a(t, $)) Ens (ka5 7)) ds | 2() dr
aq a1
B1
~ [ Pt 5(0) dr = (Gpoa) 0
Suponhamos agora que, para algum ¢ = /¢, vale
Go(Gjz)(t) = (Gyjz)(t).
Combinando este facto com a mesma ideia do caso GG, obtemos:
G (Gia)(t) = G1(GalGy)) (1) = G (Grja) () = (Grarja) D).
Como j foi escolhido arbitrariamente, isto é valido para todos ¢,7 =0,1,2,.... ]

Y )

Apresentamos a seguir uma proposicao que permite calcular a n—enésima composicao da funcao

F, aplicando o Lema (3.2.1) .

Proposicao 3.2.1. Seja A : LP(R) — LP(R), 1 < p < o0, definido, para quase todo t, por

B1

(Az)(t) = /k’a(t, s)x(s)ds,

aq

(3.14)

onde aq, 81 € R e ky(t, s) : Rx[ay, f1] = R é uma func¢ao mensurdvel. Considere um polinomio

F(Z):60+5lz+"'+6mzma 507"'75m€R‘
Definimos

B1
kao(t,s) = kq(t,s), kaj(t,s)= /ka(t,r) koj1(r,s)dr, j=1,...,m,

aq

Foa(ka(t,s)) =Y 0 kaja(t,s),
j=1

b1
Foi(ka(t, 5)) = / Font (ko (£,7)) Fos1 (ko 8)) dr, i = 2,3, ..

(631
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Entao, para todo n € N, temos
n

(F*™ (A)e) (1) = 2 <z) G0, s b0 20 (3.15)

i=0
(Grx)(t), caso contrdrio,
!
onde F°9) € o operador identidade, G; ¢ dado por (3.12) e (%) = ﬁ
il(n —1)!

Demonstracao. Procedemos por indugao e suponhamos que oy # 0. Se n = 0, o resultado é
trivial. Consideremos n = 1. De (3.15) temos:

21: ( ) do " (Gix)(t) = dox(t) + (Gr2)(t).

1=

Como

segue que

Sox(t) /(25 s 1 (¢ s> (s)ds = (F(A)x)(2),

o

como podemos verificar a partir da relagao (2.5). Para n = 2, comecemos pelo lado esquerdo.
Usando o Teorema de Fubini, obtemos:
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Ou seja,
B1
(F(F(A)x)(t) = 82x(t) + 250/Fm71(ka(t, s))x(s)ds
B1 h B1
+ [ Faa(ka(t,s)) Foa(ke(s,r))z(r)dr | ds
D
B B
= dax(t) + 25 / Fon1(ka(t,s)) z(s)ds + /Fm,g(k?a@, s))x(s)ds

Suponhamos agora que a férmula seja valida para n = j. Entao, pelo Teorema de Fubini,

(FUD(A)a)(t) = ((F(F7)(A)z) ().

Assim,
b1
(FeUrD(A)a)(t) = So(F* (A)x)(t) +/F (ka(t, 5)) (F (A)x)(s) ds
j . AL j :
= 502 (‘Z)(Sg_i(Gi:E)(t) + /le(ka(t, s)) Z (i)ég_i(Gix)(s) ds.
Portanto,
o(j+1) _ sl A
(P00 = 3§ a0+ 3 (1) (G o)
B1 j ) B1
+66/Fm71(ka(t, s)) x(s) d8+z (g)ég_i/Fm,l(ka(t, $))(Gx)(s) ds.
Segue que,
j ) B1
(Fo(j+1)(A)x)(t) = 5g+1x(t) + Z <Z)5g+1_i/Fmi(l{:a(t,s))x(s) ds

B

6 / Fon1 (ku(t, 5)) (s) ds +§J; (Z) 50~ / Fovsor(kalt, ) 2(s) ds

aq aq
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Finalmente,

B1
(FPUHD(A)z)(t) = 63 a(t) + 5O} / Fna(Ka(t, 5)) x(s) ds

«aq

1 é (Z) st /ﬁlFm,i(ka(t, 5)) x(s) ds + &3 7Fm,1(ka(t, 5)) x(s) ds

+ ji (‘7) 5 /ﬂlFm,m(ka(t, 5)) x(s) ds + /BlFmJH(ka(t, 5)) x(s) ds.

Observando que

j—1 B1 ; B1

> (‘Z) 6" / Foia(ka(t, ) (s) ds = zj: (Z / 1) A / Foikalt, 3)) 2(s) ds,

=1 a 1=2 o1

onde, se considerarmos r = ¢+ 1 = ¢ = r — 1, assim, obtemos que, quando 2 = 1, entao
r =2, equando ¢ = j — 1, entdao r = j. Logo, os limites de soma transformam-se em
i=1,...,7—1 — r=2 ... 5. Usando a férmula dos coeficientes binomiais (veja em [19],

pagina 418),
. . 1
(7)+(,‘7 ):(Jf ) para i =2,...,J,
7 7 —1 1

obtemos
Iy b
(FO(jH)(A)x)(t) = Z (] —: 1) 5g+1i/Fm,i(ka(t, 3)) x(s) ds.
Assim, '
e =Y (V1) i G,

Demonstremos agora a férmula (3.15) no caso em que 6y = 0. Como Jy = 0, entdo F(z) =
Z;"zl d;27. Para tal queremos provar que, para todo n € N,

(F(A)z)(t) = (Gua)(1),

onde G, é definido em (3.12). Para n = 0, temos por definicio que F°® é o operador

identidade e GGy também:
(FPO(A)z)(t) = (t) = (Goz)(t),

Logo o resultado vale para n = 0.

Caso n = 1. Sabendo que 0y = 0 entao,
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Pela defini¢ao de k, ;1 (nicleo de A7) e da fungao

Fm,l(ka(t’ S)) = Z 5j ka7j—1(tv 3)7
j=1

obtemos
B1

(F(A)z)(t) = /Fm,l(ka(t, s)) 2(s) ds = (Grx)(1),

«aq

Portanto a férmula vale para n = 1. Suponha que F°U(A) = G; para algum j > 1. Entao
FUtD(A) = F(F*(A)) = F(A) o F(A) = F(A) o G;.
Pelo Teorema de Fubini e a defini¢do (3.12) de G, temos,

B1
(F(A) oGy x)(t) = /mel(ka(t, r)) (Gjz)(r)dr

a1

B1 B1

:/Fmvl(l{;a(t,r)) /Fm,j(ka(r, s))x(s)ds | dr
a;h B1 "

:/ /le(kza(t,r)) Foj(ka(r,s))dr | z(s)ds
B1

_ / Fsor (kalt, s)) 2(s) ds

aq

= (Gjn2)(t),

Assim F°U+D(A) = G;,,. Pelo principio da indugio matemdtica, concluimos que para todo
n €N

(F(A)z)(t) = (Gua)(1),

como se queria demonstrar no caso dy = 0. O

Exemplo 3.2.1. Seja A : LP(R) — LP(R), 1 < p < oo, definido, para quase todo t, por
B1
(Az)(t) = [ ka(t,s)z(s)ds, onde kq(t,s) : R X [a1,01] = R, a1,61 € R € uma fungdo
mensurdvel. Considere o polinémio definido por F(z) = dy+ 012, 0,01 € R. Definimos
b1

Fl,l(ka,(ta S)) = (51k5a<t, 8), Fl,i<ka<t7 8)) = /(51]{/’&@, T) Fl,i—l(k'aoﬂ’ S)) dT, 1= 2, 3, .

aq
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Entao, temos

( . 6
o x(t) + Z (?) S /Fu(ka(t, s))x(s)ds, sedy#0,
i=1 2
(FOA2)0) = {
/FM(/{:a(t, s)) x(s) ds, caso contrario.

De facto, isso decorre da Proposi¢ao (3.2.1).
Exemplo 3.2.2. Seja A: LP(R) — LP(R), 1 < p < o0, definido, para quase todo t, por

B1

(Ax)(t) = /ka(t, s)x(s)ds,

aq

onde kq(t,s) : R x [a1,81] = R (a1, € R) é uma funcao mensurdvel. Considere um
polinomio definido por

F(z)=02%, deN,d>0,0€cR, §#£0.
Definimos

B1
buo(t,s) = kaltss),  kas(ts) = / ka(t 1) g a(ros)dr, j=1,....d.

Fd,l(ka(t7s)) = 5k5a7d—1(t73)a Fd,i(ka(tv S)) = /5kd—1(t7r) Fd7i—1(k5a(r7s))dr7 L= 2737"'

Entao, temos
B1

(Fo™) (A)e) (1) = / Fun(ka(t, ) 2(s) ds.

De facto, isso decorre imediatamente da Proposicao (3.2.1).

Vamos apresentar a seguir, um coroldrio que segue da Proposi¢ao (3.2.1) em que o ntcleo do
operador A é separavel.

Corolario 3.2.1. Considere o operador A : LP([aq,p1]) — LP([ar, (1)), 1 < p < oo,
B
definido da sequinte forma: (Az)(t) = [ a(t)b(s)z(s)ds, onde oy, € R, a € LP([ay, f1]),

be LY [ay, A1]), 1 < g < o0, com }D—l— % = 1. Considere o polinémio

F(z)=>) 627, bo,....0m €R.
j=0
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Entao, para n € N, vale que
()0 = 3 (1) 657 (Got) = 63 al0) + € (An) ).
§=0
onde )
n m m J
n\ .n o
Z( >50 R IR | LR
52 j=1 ‘7 i1=1 i;=1
Z Z pon—t H i, caso contrdrio,
\11:1 in=1 =1
com
o ;
p= o s(@d) = [ a(os)ds, a3 =i
o =1
Demonstra¢ao. Suponha que 0y # 0. Aplicando a Proposi¢ao (3.2.1) , temos
kao(t,s) = a(t)b(s),
B1 b1
(1 5) = / a(D)b(r)a(r)b(s) dr = kaolt, s) / wo(77) dr = kot $)p
a1 a1
onde
B1 B1
= /kao( ) dr — /a(T)b(T) dr
aq aq
O calculo dos nucleos iterados fornece
B1 B1
kaso(t,s) = /k‘mo(t, T)kor(7,s)dr = u/k:ap(t, TVkao(T,8) dT = (1*ka(t, s).
De forma geral, .
kaj(t,s) = Wkao(t,s), j=0,...,m.
Agora, ao calcular F, ;(k.(t,s)), obtemos
Fri(ka(t,s)) = Z 0j Kaj-1(t, 8) = kao(t, s) Z 5j/’“j_1a (3.17)
j=1 Jj=1
B1
Fya(kalt, 5)) = / s (ka(t, 7)) Fos (a(7, 5)) dr
al
B1 m m
= / (ka,o(tﬂ') Zéj,uj’l kao(T, s) Zélul’l) dr (3.18)
j=1 =1

(631

m m
= aotS ZZ(S ]—H_l.

=1 [=1
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Afirmamos que
B1

Fi(kalt, s)) = / Foa(ka(t, 7)) Fos 1 (ka7 ) dr
& (3.19)

= aOtS Z Z,ua] H(sz”

i1=1 1;=1

onde a; = 4 + --- 4+ ¢;. Provaremos esta afirmacgao por inducao. Ja mostramos que ela vale
para j =1 e j = 2. Suponha que valha para j. Entao temos:

B
Py (Falt:8)) = [ Foa(halt,7)) Py k() dr = Do,

a1
Usando (3.17) e (3.19):

B1 m j

Im7j+1 - / (ka,O(taT) Z(sr,ur_ aO T, S Z Zﬂaj_l H(S’Ll)
r=1

1 =1
o 1= ij

— (i&«u ) (Z Zﬂaj_1H5u> /kao t T)ka,0(7—75> dr

i1=1 1;=1 o

= kot ) (Z&u )(Z Zu“’ H5u)

i1=1 z]—l

kot 333 e

r=1i1=1 i;=1
Jj+1

= aOtS Z Z poIt 1H5u

’Ll 1 Z]+1 1
Aplicando a Proposicao (3.2.1), temos

n

(Fr(A)z)(t) =) (j)(s” 1(Gyz)(t) = ona( Z( )5” ng: i,ﬂrlﬁ@l Ax)(

B1 61 i
(Az)(t) = /a(t)b(s)x(s) ds, = ayp(a;b) = /a(s)b(s) ds, «; = Zil.
o o =1

Do mesmo modo, provamos o caso quando o, = 0. Suponha §, = 0. Entao o polinomio F' tem

a forma .
z) = Z 6,2
j=1
Pela Proposicao 3.2.1 (caso dy = 0) sabemos que, para todo n € N,

(F(A)z)(t) = (Gua)(1),
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onde G, é definido a partir da férmula (3.14). Pelo célculo dos F,,; ja efectuado para o caso
geral, para todo 7 > 1 temos

ijka(](ts aOts Z ZMQ] H(Sz“

i1=1 i;=1
com o =i + --- + 7;. Portanto, aplicando esse ntcleo ao operador G},

B1

(G)(t) = / Fou(ao) (1, ) 2(s) ds

a1

gt
gt

(F™(A)) (1) = (Gu)(t) = € (Aa) (1),

Ms

--Z,uo‘] H5”> kao(t,s) z(s)ds

1 1;=1

Y ) s

1 1;=1

Ms

Tomando j = n, obtemos

onde
m m n
anp—1 . .
= > o H%, Qp =114+ .
i1=1 in=1

B1
Exemplo 3.2.3. Seja A : LP([ay, 1)) — LP([an, 1]) com (Az)(t) = [ a(t)b(s)z(s)ds, 1 <
p<oo,aclP, bel?el/p+1/qg=1. Considere
F(z)=2+1 (0p=06=1, m=1), n=2.

Pelo Coroldrio 3.2.1,

()0 =3 ( ) 5279 (Gya)(8) = 62a(t) + € (Ax) (1),

5222: G) 52 JZ Zu“j‘lﬂ% u:/a(s) b(s) ds. ozj:iil.

j=1 i1=1 i;=1 =1

Aqui, como m = 1, temos necessariamente i = 1 e, portanto, a,; = j e H{Zl 0i, = 1. Logo,

(o (e

B
(FPP(A)z)(t) = 2(t) + (2 + p) (Az)(t)  onde, (Ax)(t) = a(t)/ b(s) x(s) ds.

aq

Concluimos que
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B1
Exemplo 3.2.4. Seja A : LP([aq, £1]) = LP([a1, Bi1]), e (Az)(t) = [ a(t)b(s)z(s)ds, com

aq
1<p<oo,a€c€lP,be Ll el/p+1/q=1. Considere o polinémio F(z) = §z¢, 0 €
R, deN, d>1, e fite n € N.

Como 69 = 0 pelo coroldario Coroldrio 3.2.1

mas, neste caso, o inico indice i, que dd coeficiente nao nulo € iy = d. Logo, a, = >, | iy = nd
e [Ij-, 6;, = ™. Portanto

Concluimos que

ou,

(FO(”) (A)z)(t) = 6" pt a(t)/ b(s) z(s)ds.

aq

A proposicao a seguir apresenta propriedades de camposicoes de representantes da relacao de

comutagao, aplicando propriedades de composicao.

Proposicao 3.2.2. Considere os operadores A e B definidos por A : LP(R) — LP(R), 1 <p <
B1

o e B:LP(R) — LP(R), 1 < p < o0, definidos quase em todo t por (Ax)(t) = [ ka(t,s)z(s)ds

ay
B2
e (Bx)(t) = [ ky(t,s)z(s)ds, onde ky : R x [, 1] = R € ky : R X [ag, fo] — R sdo uma

a2
funcoes mensurdveis. Considere um polinomio

F(z) =Y 6;z), bo,....0m €R.
j=0

Entao,
B2
(A"B'z)(t) = /ka7r7l(t,s)x(s) ds, (3.20)
( n .
Z 65”’( ln) /kb(t, s)(Gix)(s)ds, sedy # 0,
(B! (7)) (A)) 1) = > & (3.21)
/k’b(t, $)(Grnz)(s) ds, caso contrdrio.
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onde
B1

kari(t,s) = /k:w_l(t, T) kpy—1(7,8)dr, l,r=1,2,3,...,
«aq

B1

kaj(t,s) = /k:(t,T) koj1(T,8)dr, j=1,...,m, kao(t,s) = ku(t,s),
ai
B2

kyj(t,s) = /k:b(t,T) kpj1(T,s)dr, j=1,...,m, kyo(t,s) = ky(t,s),
a2

e Gy, 1=0,...,k,, sao dados por (3.12).

Demonstragao. A partir de (2.2), temos que

B1 B2

(A"z)(t) = /k‘w_l(t,s)x(s) ds, (B'z)(t) = /kb,l—l(t, s)x(s)ds, rl=1,2,...

aq a2

Usando o Teorema de Fubini, obtemos

B81 B2
(A’"le)(t) = AT(B%)(t) :/kam_l(t, s) /kb,l_l(s,r)x(f) dr | ds
B2 B1 B2

_ / / Foo1(t,8) kogr (s, 7) ds | 2(r) dr = / ko s(t,7) (7 -

a2 X1 a2

Para a férmula (3.21), temos, para [ = 1,2,... e §y # 0,

B2
BH((F™Y (A)z) () = / Boia(t, 5) (F2™)H(A)z) (s) ds

"

_ / Foia(t, ) ((FO0)(A)z) (s) ds.
" . )

= //fb,11(t>5) ( 5(§mi( Zn) (sz)(3)> ds
aZn i B2

_ Zéém-( i") / b 1 (£, 5) (Gix)(s) ds.

Do mesmo modo, pode-se provar a férmula correspondente quando g = 0. Suponhamos que
dp = 0, de modo que F(z) = Z;n:l d;27. Observemos que, pela defini¢ao de F),; no Lema 3.2.1,
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tem-se
B1
(F(A)a)(t) = / For(ka(t, 5)) 2(s) ds = (Gha) (1),
Mostremos, por indugao em n, que F°"(A) = G, n € N.

Seja m = 1, entao temos F°'(A) = F(A) = G;. Agora, suponha F°"(A) = G,,. Entao, pela
propriedade (3.13) do Lema 3.2.1.

Fo(A) = F(F™(A)) = F(G,) = G1(Gp) = Gppa,
Logo, a igualdade vale para n + 1. Assim, por inducao, obtemos
Fm"(A) =G, VneN.
Vejamos que pelo Lema 3.2.1,

((Fon)k)(A):gnOGnO"'OG@:ka

k vezes

Finalmente, aplicando B!, temos

B ((F°)*(A)z) (t) = B'(Graz) ()
B2

= /kb,l—l(t, $) (Grnz)(8) ds.

a2
Portanto, no caso dp = 0, obtemos a férmula desejada:

B2

<Bz ((Fon>k<A))(Ij> (t) = /kb’ll(t, ) (Grnz)(s) ds.

a2

Exemplo 3.2.5. Considere os operadores A e B da Proposicio 3.2.2 e o polinémio
F(Z):Z+1, (50:51:]_.

Tomando | =2, n=3 e k=2, temos kn=2-3=6. Como 0y =1 +# 0, a igualdade (3.21)
dd, para todo x € LP(R) e quase todo t,

B2

(B2 (Fo(3))2<A)x) (t) = i 55— (?) /kb(t, s) (Gizx)(s) ds

=0 Qs

B2

_ .60 @ / ko(t, ) (Gaz)(s) ds,

i oo

pois 607" =1 para todo i. Aqui os operadores G; sdo os definidos em (3.13).
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Exemplo 3.2.6. Considere os operadores A e B da Proposicio 3.2.2:

B1 B2
(Ax)(t) = /k}a(t,s)x(s) ds, (Bz)(t) = /kb(t, s)x(s)ds,

com nucleos mensuraveis k, e ky. Tome
F(z) =62, SER, deEN, d>1,

efitel=3,n=2, k=2. Entdo kn=%k-n=4 e, como dy =0, a igualdade (3.21) dd, para
todo z € LP(R) e quase todo t,

B2

(33 ( FO(Q))Q(A)QE) (t) = / ko(t, 8) (Gaz)(s) ds

a2

onde Gy € o operador definido em (3.13) (isto €, o G; correspondente a i =4 ).

Vejamos a seguir, a proposicao que calcula a k-ésima composicao de F°".
Proposicao 3.2.3. Considere A : LP(R) — LP(R), 1 < p < oo, definido, para quase todo
t, por (Az)(t) = ?ka(t, s)x(s)ds, onde ay, 1 € R e ky(t,s) : R x [ag, 51] = R € uma funcgio
mensurdvel. C’onz%dere um polinomio definido por

F(z)=00+ 0124+ -+ nz™, 00,...,0m €R.
Definimos

B1
kao(t,s) = kq(t,s), kaj(t,s) = /k:a(t, T)kaj1(m,s)dr, j=1,....,m,

aq

Foa(kalt,s)) = 0 kaja(t,s),
j=1

Temos

n

n k
(oA - | 2 22 <u> (Gat)l0). e 720, (3.24)

i1=0  ix=0 I=1
(Grrz)(), caso contrario,

onde G; € dado pela equagao (3.13) e ay, = Z?:o i;, k=12 ...
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Demonstracdo. Suponha que 0y # 0. Procedemos por inducao. k =1, temos o lado direito

> a7 () Gurr0) = (o),

11=0

pois a3 = i;. Quando k£ = 2 temos,

(F)((F (A)a)) (2)

I
[«%)
©3
L
—
Q
e
&
2
S
—~
o
SN—
8
N~—
SN—"
—~
~
SN—

I
3 |l
()
VR
=3
~_
[«
3
4
3
(e
/\\ .
<. 3
~_
>,
3
L
Q
£
IS
S~—
—~

Pela férmula (3.13) temos,

()0 = 35 (1) () G

i=0 j=0

_SS e wzﬂn(“) s (1),

11=012=0

Suponha agora que a férmula seja verdadeira para k = w. Entao, para k = w + 1 e pela
férmula (3.13) temos,

(Fem)e (A)a(t)

| |
\/
\_/
A
~
~

- Z( )5“ G (F)" (A)) (1)
3 ()5 s T1(!) GG

r=0 11=0 1y =0 =1 L

Pela férmula (3.13) temos,

(Fo)w+(A)(f) = zn: En: .. En: (Z) ST Sm o ﬁ (Z) G, (Ga,)(t)

r=0 11=0 1w =0 =1

S ) (DT

=1

n w—+1

DD | [ LRI

11=0 1w =0 %yp+1=0 [=1

w

n n 1
w N—Qqw+1 n
=3 > e (1) @t

i1=0  ippr1=0 1

+

o~
Il



Capitulo 3. Propriedades algébricas dos Representantes da Relagao de Comutacao 70

onde 7 = Gyy1 € assim, i1 =7+ Q = i1 + -+ + iyr1. Agora suponha que dy = 0, isto é,
F(2) =612+ 022% + -+ -+ 6,,2™. Pelo Lema 3.2.1, o operador G; definido em (3.12) tem nicleo

Fona(ka(t,s)) = 0 kaja(t,s),
j=1
e, portanto, o operador integral associado a esse nicleo é exatamente G| = Z;”Zl 6;A7 = F(A).
Logo F(A) = G;. Pela proposicao (3.15)
FPM(A) =G, para todo n > 1.

Entao F°"tD(A) = F(F°"(A4)) = F(G,). Usando a definicio de F como polinémio de
operadores, F(G,) = Z;n:l §; Gi. Mas, pelo Lema 3.2.1, os operadores G; satisfazem G,0G; =
Gi4j. Portanto, aplicando recursivamente, obtemos

nggnOGRO---OG@:an.

J vezes

Assim F(G,) = Z;”Zl d; Gpj. Finalmente, para a férmula da Proposicao 3.2.3, se p = 0 entao

(FPM)F(A) = FP™(A) o0 F*™(A) = G, 0+ 0 G, = Gy

K vezes K vezes
O
Exemplo 3.2.7. Considere A e os operadores Gy como na Proposicao 3.2.3. Tome
F(z)=z41 (0p =10, =1), n =3, k=2.
Entao ay = i1 + is com i1,is € {0,1,2,3} e a formula da proposigao fornece, para todo

x € LP(R) e quase todo t,

(FO)2(4) Z Z e H (3) (Gt (1)

Assim sendo .
(F°ON2(A)x)(t) = Z:OZZO (i) (Z) (G i) (2).

Escrevendo todos os termos, obtemos
((F°(3))2(A)x)(t) = 1(Gox)(t) + 3 (G12)(t) + 3 (Gax)(t) + 1 (G3x)(t)

+ 3 (Ghz)(t) + 9 (Gaox)(t) + 9 (G3x)(t) + 3 )
+3(Gax)(t) + 9(Gsx)(t) + 9 (Gaz)(t) + 3 (Gsx)(t)

L(Gs)(t) + 3 (Gaz)(t) + 3 (Gsx)(t) + 1 (Ge)
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onde cada termo corresponde a uma combinagao (iy,iz) com ((231) (i))(GilJrizx)(t), (8) =
1, (?) =3, (?2’) =3Je (3) = 1. Portanto

((F°BN2(A)x) (1) = L(Gox)(t) + 6 (G12)(t) + 15 (Gax)(t) + 20 (G3z)(t)
+ 15 (Gyz)(t) + 6 (G5z)(t) + 1 (Gex)(2).

Se definirmos,
a1 =0, pr=1, kot,s)=ts, F(z)=1+-=z.

Definimos a integral auxiliar:

Calculando k,;(t,s), temos

kao(t,s) = kau(t,s) = ts,
1

kaa(t,s) = /k;a(t,r)k:a,o(r, s)dr = /(tr)(rs) dr =ts- %,
kaso(t,s) = /ka(t,r)k‘ml(r, s)dr = /(tr)(rs : %) dr =ts - %,

0 0
1 J
=k, ;(t,s) =ts (g) :
Assim sendo, para encontar Fp,;(t,s), temos,

Fina(t,s) = kqo(t,s) =ts,
1

1
Foa(t,s) = /Fmﬁl(t,r)Fmﬁl(r, s)dr =ts- 3
0
1
1
Fos(t, s) = /Fm71<t,7“)Fm72<7", s)dr =ts- g’

0

1\
= F.i(t,s) =ts <—> :
3
Assim sendo, pela formula (5.12)

Gox(t) = z(t),
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Portanto,
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Vejamos que,

Finalmente,



Conclusao e Recomendacoes

Conclusao

Este trabalho abordou o reordenamento em algebras de representantes de relagoes de comutacao
do tipo AB = BF(A), onde F' é um polinémio, tendo como eixo central a identidade

AB = B F(A),

onde A e B sao operadores lineares (ou elementos de uma algebra associativa) e F' é um
polinémio. A Proposicao 3.1.1 estabelece condicoes necessarias e suficientes para operadores
integrais satisfazerem a relaggo AB = B F(A), quando F' é um polinémio. Com base nes-
ses resultados, construimos exemplos e caracterizamos algumas classes de representantes de
relagoes de comutacao envolvendo operadores integrais e polinémios. Essa construgao pode ser
realizada de forma analitica ou por meio de métodos numéricos, desde que sejam respeitadas
as condicOes necessarias e suficientes obtidas. O reordenamento permite ainda estabelecer re-
presentantes de novas relagoes de comutacao e estudar propriedades estruturais associadas a
esses representantes.

Recomendacoes

Recomendamos, como continuidade deste trabalho, o estudo das representacoes da relacao
AB = BF(A) quando F ¢é um polinémio de varidvel complexa ou quando sdo impostas
condicoes espectrais adicionais sobre os operadores. Essas abordagens possibilitam a analise
de subdlgebras e do centro de uma subalgebra, bem como a investigacao de estruturas internas
associadas a essas relagoes de comutagao. Os resultados obtidos ao longo do trabalho podem
ainda ser aplicados no contexto dos sistemas dinamicos e das suas componentes, bem como na
utilizagao de iteracoes apresentadas como ferramenta para a resolucao de equagoes integrais
operacionais por métodos recursivos.
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