D¢/
RPN

UNIVERSIDADE
EDUARDO
MONDLANE

FACULDADE DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA E INFORMATICA

CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA

TRABALHO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA

TEMA: APLICACAO DO METODO DE CRANK NICHOLSON
PARA A MODELACAO DE PRECO DE UM DERIVADO
FINANCEIRO

Autor: Roménimo Carlos Cutana, Aluno do curso de licenciatura em Matematica

Maputo, Maio de 2025



D¢/
RPN

UNIVERSIDADE
EDUARDO
MONDLANE

FACULDADE DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA E INFORMATICA

CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA

TRABALHO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA

TEMA: APLICACAO DO METODO DE CRANK NICHOLSON

PARA A MODELACAO DE PRECO DE UM DERIVADO
FINANCEIRO

Autor: Roménimo Carlos Cutana, Aluno do curso de licenciatura em Matematica
Supervisora: Dra Clarinda Vitorino Nhangumbe

Maputo, Maio de 2025



Agradecimentos

Primeiramente, gostaria de expressar minha profunda gratidao a Deus, pela satde e forga que me
concedeu para enfrentar os desafios e concluir este trabalho.

A minha familia, que tem sido o meu pilar de apoio, merece um agradecimento especial. Agradeco
a0s meus pais, irmaos e amigos pelo amor incondicional, incentivo e apoio continuo, sem os quais
nao teria sido possivel chegar até aqui.

A minha supervisora, sou imensamente grato pela oportunidade e orientacao valiosa na elaboracao
desta monografia. Seu apoio e conhecimento foram fundamentais para o desenvolvimento deste
trabalho.

Agradeco também a todos os colegas e professores que contribuiram para minha formagao acadé-
mica. Em especial, gostaria de mencionar o Bernardo Pica, Arlinda Munguambe, Tasmin Varinde,
Ernesto Machava, pela colaboragao e apoio durante este percurso.

A todos que, de alguma forma, contribuiram para a realizacdo deste trabalho, o meu sincero
Khanimabo!



Declaracgao

Declaro que este trabalho foi elaborado apenas para obtencao do grau de licenciatura em Mate-
matica e que nunca foi apresentado para obtencao de qualquer grau académico. O trabalho resulta
da minha investigacao onde as obras usadas estao indicadas no texto e nas referéncias bibliogréficas.

Maputo, Maio de 2025

Roménimo Carlos Cutana



Resumo

As equacoes diferenciais parciais desempenham um papel fundamental em diversas areas da cién-
cia, devido a sua ampla aplicabilidade. Na Matematica Financeira, por exemplo, elas sao utilizadas
para modelar o crescimento econémico e o risco financeiro. No entanto, a maioria dos problemas reais
que envolvem equacoes diferenciais parciais nao possui uma solu¢ao analitica conhecida ou viavel.
Para superar essa limitagao, recorre-se a métodos de aproximagao numérica, dentre os quais o método
das diferencas finitas se destaca como uma das técnicas mais empregadas. Esse método consiste em
aproximar a solucao ao substituir as derivadas continuas por diferencas entre valores discretos em
uma malha de pontos.

Neste trabalho, inicialmente, apresenta-se um resumo tedrico dos conceitos mateméticos e fi-
nanceiros que serao utilizados no desenvolvimento do tema. Em seguida, realiza-se uma revisao
bibliografica sobre as equagoes diferenciais, abordando aspectos relacionados a sua classificacao e
aos métodos analiticos e numéricos para a sua resolucao. Considera-se um exemplo de aplicagao do
método de Crank-Nicholson na resolucao de um modelo de precificacao de uma opc¢ao europeia de
compra. Analisa-se a convergéncia do método numérico desenvolvido e utiliza-se a metodologia do
termo fonte para verificar se o método foi implementado corretamente. Além disso, desenvolve-se
um algoritmo para o método, que é implementado com o auxilio do software MATLAB.

Com os testes numeéricos realizados, verificou-se que o método de Crank-Nicholson apresenta uma
ordem de convergéncia espacial e temporal proxima de 2, confirmando a teoria que fundamenta esse
método. As simula¢Oes numéricas demonstraram que o erro espacial é mais dominante em malhas
menos refinadas e que a precisao dos resultados melhora significativamente com o refinamento da
malha.

Palavras-Chave: Equacoes Diferenciais com derivadas parciais, Método das Diferencas Finitas,
Método de Crank- Nicholson, convergéncia, Derivados Finaceiros, Equacao de Black Scholes.



Abstract

Partial differential equations play a fundamental role in various areas of science due to their
wide applicability. In Financial Mathematics, for example, they are used to model economic growth
and financial risk. However, most real-world problems involving partial differential equations do not
have a known or feasible analytical solution. To overcome this limitation, numerical approximation
methods are employed, among which the finite difference method stands out as one of the most
widely used techniques. This method approximates the solution by replacing continuous derivatives
with differences between discrete values on a grid of points.

In this work, a theoretical summary of the mathematical and financial concepts to be used in the
development of the topic is first presented. Next, a literature review on differential equations is con-
ducted, addressing aspects related to their classification and the analytical and numerical methods
for their resolution. An application example of the Crank-Nicholson method is considered for solving
a pricing model of a European call option. The convergence of the developed numerical method
is analyzed, and the source term methodology is used to verify the correct implementation of the
method. Additionally, an algorithm for the method is developed and implemented using MATLAB
software.

Through the numerical tests performed, it was found that the Crank-Nicholson method exhibits
a spatial and temporal convergence order close to 2, confirming the theory underlying this method.
The numerical simulations demonstrated that the spatial error is more dominant in less refined grids,
and the accuracy of the results improves significantly with grid refinement.

Keywords: Partial Differential Equations, Finite Difference Method, Crank-Nicholson Method,
Convergence, Financial Derivatives, Black-Scholes Equation.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo das equagoes diferenciais teve seu inicio juntamente com o surgimento do célculo,
desenvolvido por Newton e Leibniz, nos finais do século XVII e é de grande importancia para o de-
senvolvimento da prépria matematica e de outras disciplinas transversais. Com o avango do calculo
diversos problemas nas areas tais como Fisica, Quimica, Biologia, Economia, Engenharias, Matemé-
tica Financeira foram modelados matematicamente na forma de equagoes diferenciais. Por exemplo,
no livro [9] faz-se a modelagao de opgoes onde procura se o prego real da opgao pelo modelo de Black
e Scholes, no livro [I1] destacam-se: a modelagao de oscilagoes envolvendo um sistema massa-mola
vertical com um certo alongamento provocado na mola pela colocacao da massa quando o sistema
estd em equilibrio, a modelacao do calculo de juros onde faz-se um modelo para determinar o saldo
obtido na aplicacao de uma certa quantia em um banco a uma taxa de variacao do investimento pro-
porcional ao saldo em cada instante de tempo, a modelacao da lei de resfriamento de Newton onde
faz-se um modelo para obter o valor da taxa de perda de calor de um corpo, a modelacao da datagao
de carbono onde faz-se um modelo para determinacao da idade concreta de objetos que contenham
carbono e a modelagem de problemas de crescimento populacional onde faz-se a modelacao da taxas
de crescimento populacional supondo que a taxa de crescimento de uma populacao é proporcional
populacao presente naquele instante.

As equagoes diferenciais podem ser resolvidas analiticamente ou numericamente. A resolugao
analitica consiste em resolver a equagao diferencial através dos métodos de integracao direta, método
de separacao, dentre outros, enquanto que a resolugao numérica consiste em reduzir o problema con-
tinuo, em um problema discreto, podendo ser resolvido por meio de programas computacionais. Os
métodos de resolugao analitica de uma equacgao diferencial ficam restritos a problemas mais simples
e para os problemas mais complexos tornam-se dificeis a sua aplicacao ou até mesmo impossiveis por
conta do seu manuseamento. Enquanto isso, a abordagem numérica é capaz de solucionar (achando
solugbes aproximadas) as equagoes com alto nivel de complexidade, ndo havendo restrigoes a ge-
ometrias e processos complicados [28]. Existem diversas metodologias numéricas utilizadas para
encontrar a solucao de uma equacao diferencial. Uma dessas metodologias ¢ o Método de Diferengas
Finitas (MDF). A ideia bésica deste é transformar o problema de resolver uma equagao diferencial
num problema de resolver um sistema de equacoes algébricas, usando para isso aproximacgoes das
derivadas que aparecem na equagao, por diferencas finitas.

As equacgoes diferenciais desempenham um papel importante na matemética financeira, especi-
almente na modelagem de fendmenos que variam ao longo do tempo. Esse tipo de modelagem é
amplamente utilizado em situagoes como o crescimento de investimentos, onde as variagoes no capi-
tal podem ser descritas por equagoes diferenciais que relacionam a taxa de crescimento do capital a
sua quantidade atual [2]. Na modelagem de risco, analisa-se e prevé-se o comportamento de ativos
financeiros, permitindo determinar o impacto potencial de eventos adversos nas finangas de uma
empresa ou investidor [I]. As equagoes diferenciais parciais desempenham um papel central na mo-



delagem e precificacao de derivativos financeiros. Um exemplo notével é o modelo de Black-Scholes,
que utiliza esse tipo de equagao para determinar o valor tedrico de opg¢oes. Esse modelo leva em
consideracao fatores como a volatilidade do ativo subjacente e a taxa de juros, permitindo calcular
o valor de op¢oes em mercados financeiros dinamicos [9).

Os derivados financeiros sao instrumentos cujo valor se baseia em ativos subjacentes, como agoes,
commodities e moedas. Eles surgiram ao longo do tempo como solugoes para gerenciar riscos e
especular sobre precos. Os primeiros contratos derivados foram os contratos futuros, utilizados no
comércio de graos na antiga Mesopotamia. Desde entao, a evolucao dos mercados financeiros levou
ao desenvolvimento de diversos tipos de derivados, como opc¢oes, swaps e forwards. Esses instru-
mentos sao amplamente utilizados para cobertura contra riscos, especulacao e arbitragem. Embora
oferecam oportunidades significativas para gerenciamento de risco e potencial de lucro, também tra-
zem complexidade e riscos, exigindo que os investidores compreendam bem suas caracteristicas e
funcionamento [9).

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

Este trabalho tem como objetivo geral fazer a aplicacao dos métodos numéricos para resolucao
das equagoes diferenciais com derivadas parciais (EDDPs), aplicando-o a preficicagdo de derivados
financeiros

1.1.2 Objetivos Especificos

1. Fazer a revisao bibliogréafica sobre as equacoes diferencias.
2. Apresentar as metodologias numéricas usadas para discretizar uma equagao diferencial (ED).
3. Apresentar os métodos usados para analisar a convergéncia dos métodos numeéricos.

4. Aplicar o método de Crank-Nicolson na precificagao de uma opgao europeia de compra e analisar
sua convergéncia numeérica.

5. Fazer a revisao bibliogréafica sobre derivados financeiros.

6. Desenvolver o algoritmo do método de Crank-Nicolson em Matlab, realizar testes numéricos e
analisar os resultados obtidos.



1.2 Delimitacao do problema de pesquisa

A maioria dos modelos de equagdes diferenciais usados na modelacao de problemas do quotidiano
apresenta uma estrutura tao complexa que impede a sua resolucao através de métodos analiticos.
Por isso, recorre-se frequentemente a métodos aproximados para encontrar as solugoes. Através da
anélise de convergéncia afere-se o quanto o esquema de diferenca finita usado é préximo da equacao
discretizada, sobre o acréscimo ou decréscimo dos erros cometidos ao longo dos célculos e se a solugao
numérica encontrada é bastante proxima da solucao exacta do problema.

As metodologias dos métodos aproximados sao definidas em fungao do tipo e das caracteristicas
da equacao diferencial. Na Matematica Financeira, em particular, o calculo do prego dos derivados
financeiros pode ser realizado através do modelo de Black-Scholes [28]. O modelo de Black-Scholes é
amplamente empregado na precificacao de op¢oes, particularmente as opgoes europeias, que podem
ser exercidas apenas na data de vencimento [9]. Este modelo fornece uma foérmula para calcular o
preco teodrico dessas opgoes com base em diversos parametros, como o preco do ativo subjacente, o
preco de exercicio, a taxa de juros livre de risco, o tempo até o vencimento e a volatilidade do ativo.
Matematicamente, o modelo de Black-Scholes é uma equagao diferencial com derivadas parciais do
segundo grau, classificada como hiperbdlica. Embora tenha uma solucao analitica, tem a fragilidade
de nao precisar o prego de uma opgao. Neste contexto, recorremos aos métodos numéricos para
determinar o preco aproximado da opgao e aferir o quao préximo esta do prego teorico.

1.3 Motivacao

A motivagao para esta monografia surgiu na busca por compreender de forma abrangente algumas
aplicagoes das equagdes diferenciais (EDs) em modelagdo de problemas, principalmente, problemas
financeiros. Neste sentido, tornou-se necessario o estudo mais aprofundado das EDs, descrevendo suas
propriedades, caracteristicas e os seus métodos de resolucao. Entretanto, nos problemas de aplicagao é
comum deparar-se com equacoes diferenciais complexas, cujas solugoes analiticas envolvem calculos
bastante complicados ou até mesmo impossiveis de serem efectuadas. Nestes casos, a literatura
sugere a aplicagao de métodos numeéricos para obter-se solugoes aproximadas. O objetivo é encontrar
uma solugao numérica bastante préxima da solucao exata do problema, visando sempre diminuir a
diferenga entre as duas solugoes, de tal forma que a aproximacao possa ser considerada valida.

Atualmente, existem intimeras metodologias numéricas utilizadas para obter solugoes de equacoes
diferenciais, que podem actuar directa ou indirectamente sobre a equacao que modela o problema real.
Uma das metodologias mais estudadas e aplicadas neste trabalho é o Método das Diferencas Finitas
(MDF), conhecido pela sua simplicidade de aplicagdo. Dependendo do tipo de equagao diferencial
em causa, este método permite obter aproximagoes com um bom nivel de precisao.



1.4 Metodologias

Para alcancar os objetivos propostos foi primeiro realizada uma revisao bibliogréafica sobre os
seguintes temas: Equagoes diferenciais, Diferencas finitas, Derivados Financeiros, e Modelo de Black
Scholes para a precificacao de ativos.

Para a realizacao deste estudo, foram utilizados dados e modelos extraidos do manual Implemen-
ting Models in Quantitative Finance, de Gianluca Fusai e Andrea Roncoroni (p. 144). Essa fonte
apresenta exemplos ilustrativos da aplicacao de métodos numéricos & precificacao de opc¢oes no mo-
delo de Black—Scholes, os quais serviram como base para a implementacao e analise dos algoritmos
utilizados nesta pesquisa.

No decorrer desta pesquisa foram usados diversos manuais, artigos na lingua portuguesa e inglesa
publicados nas revistas cientificas e disponibilizados nas bases de dados como o Google School, Library
Genesis, Academia.edu e entre outras fontes. A maior parte dos artigos pesquisados compreendem
publicacoes dos tltimos 30 anos.

Para a implementacao computacional do método das diferencas finitas, utilizou-se o software MA-
TLAB. O MATLAB ¢é uma linguagem de programacao voltada para célculos numéricos, visualizagao
de dados e simulagao de sistemas dindmicos. Suas funcionalidades incluem a analise estatistica, o
processamento de sinais, além de integracao com outras linguagens e hardware, sendo complementado
por toolboxes voltados a diversas areas do conhecimento.

1.5 Estrutura do Trabalho

Esta Monografia esta dividido em sete capitulos, cada um abordando aspectos distintos e impor-
tantes do estudo das equacoes diferenciais e suas aplicagoes, especialmente em Matemética Finan-
ceira.

No capitulo 1 apresenta-se o contexto historico e a importancia do estudo das equagoes diferen-
ciais, destacando as suas aplicacoes em diversas areas, como Fisica, Quimica, Biologia, Economia
e Matematica Financeira, a delimitacao do problema, a justificacao, os objetivos e as metodologias
usadas para elaborar este trabalho.

No capitulo 2 apresentam-se os conceitos basicos sobre as equagoes diferenciais, as suas classifi-
cagoes, os métodos analiticos de resolugao, alguns exemplos e suas respetivas resolugoes detalhadas.

No capitulo 3 faz-se revisao bibliografica sobre metodologias numéricas, com énfase nos métodos
de diferencas finitas, as técnicas usadas para a aproximacoes de equacoes diferencias e suas aplicagoes.
Neste mesmo capitulo apresentam-se as propriedades de consisténcia, convergéncia e estabilidade dos
métodos numéricos e o teorema de Equivaléncia de Lax, que relaciona as propriedades de consistén-
cias e estabilidade para garantir a convergéncia do método numérico.

No Capitulo 4 apresenta-se uma visao abrangente dos derivados financeiros, abordando suas
classificagoes, os ambientes de negociacao e suas principais finalidades no contexto dos mercados

financeiros.

No capitulo 5 aplica-se a técnica de Crank-Nicholson num exemplo de precificacao de derivados
financeiros e estuda-se a consisténcia, estabilidade e convergéncia do método.

No Capitulo 6, avalia-se a precisao do método adotado. Para isso, adiciona-se um termo fonte a
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equagao principal e implementa-se o algoritmo em MATLAB, com o objetivo de verificar a precisao
e a ordem de convergéncia da técnica de Crank-Nicholson aplicada a equagao de Black-Scholes. Ao
final do capitulo, discute-se os resultados obtidos e apresentam-se as respectivas conclusoes.

No capitulo 7 sao apresentadas as conclusoes que sintetizam os principais achados e reflexoes da

pesquisa, destacando os objetivos que foram alcangados, as implicacoes dos resultados e possiveis
recomendacoes para futuras pesquisas ou praticas.
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1.6 Conceitos Gerais

Definimos de seguida alguns conceitos que serao usados ao longo da nossa monografia, sendo que
foram retirados dos seguintes manuais [1], [3] e [9].

Defini¢do 1.6.1 (Norma): Uma norma é uma fungao que atribui um ntimero real nao negativo
a cada vector num espaco vectorial, de modo a quantificar o "tamanho" ou "comprimento"
desse vector.

Seja x € R", a norma de x, denotada por ||x||, deve satisfazer as seguintes propriedades:

1. Positividade: ||x|| > 0, e ||x|| = 0 se, e somente se, x = 0.
2. Homogeneidade: Para qualquer escalar a € R, ||ax|| = |«|||x]|.

3. Desigualdade triangular: ||x +y|| < [|x|| + ||y||, para todos os vectores x,y € R".

Defini¢ao 1.6.2 (Consisténcia): A consisténcia refere-se a capacidade de um método apro-
ximado para reproduzir as equagoes diferenciais originais & medida que o tamanho do passo ou a
resolucao do método é reduzida.

Defini¢cao 1.6.3 (Estabilidade): A estabilidade esta relacionada com a capacidade de um
método numérico de controlar e nao amplificar erros ao longo do processo de aproximacao, especial-
mente a medida que a solucao evolui no tempo. Em outras palavras, um método estével garante que
os erros iniciais, sejam de arredondamento ou de discretizacao, nao crescam de forma descontrolada
a medida que a solucao é calculada, permitindo que o método forneca resultados precisos mesmo
ap6s miltiplos passos de calculo.

Defini¢ao 1.6.4 (Convergéncia): Um método é considerado convergente quando a solugao
numeérica se aproxima da soluc¢ao exacta do problema & medida que o tamanho da malha (ou o passo
de discretizagao) diminui. Ou seja, conforme a resolugao do método aumenta (isto ¢, & medida que
a malha se torna mais fina), a solugao obtida pelo método numérico aproxima-se da solugao exacta
do problema, e o erro de aproximacao tende para zero.

Defini¢ao 1.6.5 (Grandes Players): Sao instituigoes ou investidores que exercem uma in-
fluéncia significativa num mercado ou sector, particularmente no sector financeiro. Este grupo inclui
os bancos de investimento, que prestam servigos como assessoria financeira e mediagao de negocia-
¢oes; os fundos de gestao de risco, que adoptam diversas estratégias de investimento para maximizar
os retornos; os fundos de pensoes, responsaveis por assegurar a aposentacao dos seus participantes;
os gestores de activos, que administram os investimentos de clientes individuais e institucionais; as
empresas de private equity, que adquirem e reestruturam empresas com o objectivo de aumentar o seu
valor; e os bancos centrais, que regulam a politica monetaria e asseguram a estabilidade econémica.

Defini¢do 1.6.6 (Problema bem posto): Uma equagao ou um problema é considerado bem
posto quando satisfaz as seguintes condigoes: existéncia, unicidade e continuidade.
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Capitulo 2
Equacoes Diferenciais

O estudo das equagoes diferenciais teve seu inicio juntamente com o surgimento do célculo,
desenvolvido por Newton e Leibniz, nos finais do século XVII, e é de grande importancia para o
desenvolvimento da propria Matematica e de outras disciplinas transversais. Com o avanco do calculo,
diversos problemas em areas como Fisica, Quimica, Biologia, Economia, Engenharias e Matematica
Financeira foram modelados matematicamente na forma de equacoes diferenciais. Dessa forma, o
estudo desse tipo de equacoes torna-se bastante importante para a nossa monografia. Definimos a
seguir alguns conceitos que serao usados ao longo dessa monografia, sendo que foram retiradas dos
seguintes manuais [3|, [5] e [6].

Defini¢do 2.1 (Equacdo Diferencial): Chamaremos equagao diferencial a uma equagao
que envolve derivadas de uma ou mais varidveis dependentes em ordem a uma ou mais varidveis
independentes.

Exemplos 2.1:

d*y dy\ "
229 2| = 2.1
o) =0 1)
d>v dv
i R 2.2
T 5v o cos(t) (2.2)
d’  dw
T 2.
ds at Y (2:3)

2.1 Classificacao das equacoes diferenciais

As equagodes diferenciais (EDs) podem ser classificadas da seguinte forma: quanto ao namero de
varidveis independentes, ao ntimero de funcoes incognitas, a ordem da derivada mais elevada que
nelas figura e a estrutura da equagao diferencial (linearidade).

2.1.1 Classificagcao das equagoes diferenciais quanto ao numero de varia-
veis
As equacoes diferenciais podem ser classificadas quanto ao niimero de variaveis envolvidas, sendo
divididas em dois tipos principais:
2.1.1.1 Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs)

As equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) envolvem apenas uma variavel independente e as
derivadas em relacao a essa variavel. A fun¢ao desconhecida depende de uma tnica variavel, e todas
as derivadas presentes na equacao sao ordinarias, nao parciais.
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Exemplo 2.2:
>y _dy
— 5— 6y =0
a2 Par T
Nesta equacao diferencial envolve-se a fungao y(x) e suas derivadas em relagao a variavel independente
x.

2.1.1.2 Equagoes Diferenciais Com Derivadas Parciais (EDDPs)

As equagoes diferenciais parciais (EDDPs) envolvem duas ou mais variaveis independentes. A
funcao desconhecida depende de varias varidveis, e a equacao inclui derivadas parciais em relacao a
essas variaveis.

Exemplo 2.3:

82u 0%u

022 8y
Esta é a equacao de Laplace, uma equacao diferencial parcial de segunda ordem que envolve a fungao
u(z,y) e suas derivadas parciais em relagao as variaveis = e y.

=0

2.1.2 Classificacao de equagoes diferenciais quanto a ordem

As equacoes diferenciais podem ser classificadas de acordo com a sua ordem. A ordem de uma
equacao diferencial é determinada pela maior derivada da funcao desconhecida presente na equacao.

Exemplos 2.4:

— =e" 2.4
Ty=e (2.4)
d*y  _dy
8V 3% 0 2.5
T2 T tW= (2.5)
d3y d*y
priay 2@ —y = cos(x) (2.6)
Na equacao 1’ a maior derivada de y é d—y que ¢ de primeira ordem, na equagao 1} a maior
derivada de y ¢é 322, que é de segunda ordem e na a maior derivada de y é ff 2, que é de terceira

ordem.

2.1.3 Classificacao de equacgoes diferenciais quanto linearidade

A classificacao das equagoes diferenciais quanto & linearidade baseia-se na forma como a funcao
desconhecida (incognita) e suas derivadas aparecem na equagao.

2.1.3.1 Equacgao diferencial linear

Uma equagao diferencial é dita linear se a fungao desconhecida y(z) (ou u(x,t) no caso de
equagoes diferenciais parciais) e suas derivadas aparecem apenas na primeira poténcia e nao sao
multiplicadas entre si. Em outras palavras, a equacao diferencial é linear se ela pode ser escrita na
forma geral:

@)Y ()T Y g an(@) Yt agla)y = gla), 2.7

onde:
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1. y = y(x) é a fun¢ao desconhecida.

2. an(),a,_1(x),...,a0(x) sdo coeficientes que podem ser fungdes de x, mas nao dependem de y
ou de suas derivadas.

3. g(z) é uma fungao conhecida que pode depender de x, mas nao de y ou de suas derivadas.

Exemplos 2.5:

*y | dy .

ﬁ+3%+2y:e (2.8)
dx  dx
W + % +x=0 (29)

A Primeira equacao é considerada linear porque a fungao desconhecida y(z) e suas derivadas, %
2

e ZTZ, aparecem apenas na primeira poténcia. Além disso, essas fungoes nao estao multiplicadas
entre si, nem sao elevadas a qualquer poténcia maior que 1 e a segunda é linear porque a funcao
desconhecida z(t) e suas derivadas aparecem apenas na primeira poténcia e nao estao multiplicadas

. 2 ~ .
entre si. Em outras palavras, todos os termos que envolvem x(t), % e £ sio lineares.

vty Y dt2

2.1.3.2 Equagao diferencial nao linear

Uma equagao diferencial é dita nao linear se a fungao desconhecida y(x) ou suas derivadas
aparecem em poténcias diferentes de 1, multiplicadas entre si, ou envolvidas em fungoes nao lineares
(como seno, cosseno, exponencial). A forma geral de uma equagdo diferencial nao linear nao pode
ser expressa como uma combinagao linear das derivadas da funcao desconhecida.

Exemplos 2.6:

dy (dy\

e +y (%) = cos(z) (2.10)
d’*z  dx 9
—_— = — = 2.11
i a Y (2.11)

. 2 - ) T
Na equacao (|2.10)) temos que o termo y (%) torna a equacao nao linear porque hé uma multiplicacao

entre a fungao y e a sua derivada, e a derivada estd elevada ao quadrado e na equagao (2.11)), a
equacao é nao linear devido ao termo 2, este termo representa uma nao linearidade, pois a funcao

desconhecida z(t) aparece elevada ao quadrado.

Em equagoes diferenciais lineares, todos os termos envolvendo a fun¢ao desconhecida e suas derivadas
devem ser de primeira poténcia.

2.2 Solucao de equacao diferencial

Uma solucao de uma equacao diferencial é uma fungao que a satisfaz, ou seja, ao ser substituida na
equacao, resulta em uma identidade verdadeira. As solucoes podem ser gerais, envolvendo constantes
arbitrarias, ou particulares, que atendem a condic¢oes iniciais especificas.

Exemplo 2.7: Sejam as seguintes equacgoes diferencias abaixo:

dy
2 23 =0 2.12
i (2.12)
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d
d_z' +y=uz(x+2) (2.13)

A fungdo y = z% + ¢ ¢ a solugdo da equagao diferencial dada (2.12)) porque derivando a solugao e
substituindo na equacao diferencial, verifica-se a equacao.

2
@—QZUZOHM—2$ZO<—>2$—2$:O
dx dx

A relagao (curva) y(z) = 2 ¢ uma solugao (explicita) da equagao diferencial (2.13)) porque uma vez

que substituindo y por 2% na equacao precedente se obtém uma identidade.

d(z?)
%—l-y—x(x—i-Z) VRN o

A relagao diz-se explicita se é da forma y = f(x), por exemplo y = x + 1, dizendo-se implicita se é
da forma g(x,y) = 0, por exemplo y? — 2% + 4 = 0.

dy

=2 +2) & 20 +2° =2(r+2)

Tipos de Solugao

Existem trés tipos principais de solugoes, que sao a Solucao Geral, Solucao Particular e Solucao
Singular.

1. Solugao Geral A solugao geral de uma equagao diferencial (ED) é aquela que contém todas
as solugoes possiveis e, geralmente, inclui constantes arbitrarias que podem ser determinadas
por condigoes iniciais ou de contorno. Geometricamente, esse tipo de solucao representa uma
familia de curvas dependentes do parametro C.

Exemplo 2.8: y = 2% + ¢ & solucao geral da equacao (2.12))

2. Solucgao Particular

A solugao particular de uma ED é toda a solugao obtida atribuindo-se valores as constantes
arbitrarias da solugao geral. Este tipo de solucao é também representada por uma familia de
curvas chamadas curvas integrais, dependendo do valor do parametro C.

Pegando a solucao geral da equagao (2.12)) e substituindo as variaveis z e y pelas condigdes
iniciais * = 1 e y = 2 respetivamente teremos:

y(1) =2
2=1"+C—>C=1

como a constante arbitraria C=1, a solugao particular para a condi¢ao dada assumiré a seguinte
forma: y = 22 + 1.

3. Solugao Singular

A solugao singular de uma equagao diferencial (ED) é aquela que nao pode ser obtida a partir
da solucao geral, sendo presente apenas em certos tipos de equacoes.

Exemplo 2.9: Seja a equagao diferencial abaixo:
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dy
dr oV

A sua solucao geral é dada pela expressao y = (%LxQ +¢)%. Note que, para y = 0, obtemos uma
solucao singular, pois nao ha nenhuma forma de atribuir alguma constante em y = (%1:1:2 + ¢)?
de tal forma que se torne y = 0.

2.3 Meétodos Para Resolucao de Equacoes Diferencias

Existem dois tipos de métodos de resolugao de equacgoes diferencias, que sao os métodos analiticos
e os numeéricos. Os métodos analiticos sao técnicas que fornecem solugdes exatas e explicitas para
equagoes diferenciais, utilizando ferramentas matemaéticas como algebra, calculo e transformadas e os
métodos numéricos sao técnicas matemaéticas e computacionais empregadas para resolver problemas
que sao dificeis ou impossiveis de solucionar analiticamente [5].

2.3.1 Meétodos Analiticos Para Resolucao de Equacoes Diferencias

2.3.1.1 Meétodos Analiticos Para Resolugao de Equacoes Diferencias Ordinarias

As equagbes diferenciais ordinérias (EDOs) podem ser resolvidas por varios métodos, dependendo
do tipo e da complexidade da equacao. Geralmente, utilizam-se os métodos de separacao de variaveis,
fator integrante, equagao caracteristica e transformada de Laplace para obter a solucao de uma
equagao diferencial ordinaria (EDO).

1. Método de separacao de variaveis

O método de separacgao de varidveis é uma técnica amplamente utilizada para resolver equacoes
diferenciais. Este método separa as varidveis em diferentes fun¢oes independentes e integram-se
ambos 0s membros.

Exemplo 2.10: Seja dada a seguinte EDO:

dy
— = 2.14
dz o ( )

Para resolver a EDO ([2.14)) recorremos a separagao de variaveis, onde, multiplicamos ambos os
membros por dx e dividimos ambos os membros por ¥y, obtendo a seguinte expressao:
dy
Y

=xdx

Integra-se ambos lados e obtém-se a seguinte expressao resultante:

2
x
ln|y|:?+C’

E por fim isola-se o y obtendo-se a seguinte solugao:

17



2. Método do Fator Integrante

O método do fator integrante é uma técnica geralmente usada para resolver EDOs lineares de
primeira ordem da seguinte forma

dy

2+ Py = Q) (2.15)

onde, o objetivo deste método é encontrar uma funcao, chamada de "fator integrante", que
simplificarda a equacao diferencial de forma que possa ser resolvida por integragao direta. O
fator integrante é uma fungao dada pela seguinte expressao:

p(z) = el P@)d (2.16)

que sera multiplicada a toda equacao diferencial original. Apo6s as operacoes de multiplicacao
e simplificacao de alguns termos, integramos ambos os lados da expressao e isolamos a variavel
y para obter a funcao solucgao.

Exemplo 2.11: Consideremos a seguinte equacgao diferencial ordinéria:

dy
AN, —— 2.17
oot =e (2.17)

Primeiro, identificamos as fungdes P(x) e Q(z). Comparando com a forma geral (2.15)), temos:

Em seguida, determinamos o fator integrante p(z), dado por:

,M(ZL‘) _ 6fP(;t)d:v

Calculamos [ P(z) da:

Portanto, o fator integrante é:

2z

p(x) =e

Multiplicamos ambos os lados da EDO pelo fator integrante p(z):

d
621_y + 6290 . 2y — 6230 . e¥
dx

Simplificando o lado direito:

A equacao diferencial se reescreve como:

d
62x_y + 262:cy — 63z
dx
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Observamos que o lado esquerdo corresponde a derivada do produto pu(z)y:

(2 _ 3T
L (etrg) = e

Integramos ambos os lados em relacao a x:

/% (eQ‘Ey) dr = /63‘E dx

A integral & esquerda é simplesmente:

2x

Para a integral a direita:

3x
3 g — £
/e v 3

Assim, temos:

2x €
ety=—+C
Y73
Isolamos y dividindo ambos os lados por €2*:
633:
Y = S +C
6238
Simplificando:
_ 6393 N C
Y= 362:): 621‘
el‘
y=—+Ce ™

3

Portanto, a solucao geral da equacao diferencial Z—g + 2y = €* é:

el‘
= —+Ce™
Y73

onde C' ¢ uma constante arbitraria, que pode ser determinada a partir de condigoes iniciais, se

fornecidas.

. Método da Equacao Caracteristica

O método da equacao caracteristica é utilizado para resolver equagoes diferenciais lineares
de segunda ordem com coeficientes constantes. Consideremos a equagao diferencial ordinéria

(EDO) da forma:

ay’ +by +cy=0

onde a, b e ¢ sao constantes.
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Para resolver a EDO ([2.18)), substituimos y por €™, onde r é uma constante a ser determinada.

Com isso, temos:

y=e
Cujo as derivadas sao:
y/ _ ,rert
y// — 7AQert

Substituindo y, ¥’ e " na equacao diferencial original temos a seguinte expressao:

a(r’e™) + b(re™) + c(e™) =0

Faturando €™ (que nunca ¢ zero), obtemos a equagao caracteristica:

ar’+br+c¢=0

(2.19)

A equacgao caracteristica é uma equagao quadratica em r, que pode ser resolvida pela seguinte

forma:

—b+ Vb — 4dac
7" =
2a

(2.20)

Os valores de r sao as raizes da equagao caracteristica e determinam a forma geral da soluc¢ao

da EDO.
Dependendo das raizes da equacao caracteristica, a solugao geral tém:

e Raizes Reais e Distintas

Se as raizes r; e ry sao reais e distintas, a solugao geral é:
y(t) = Cre™ + Cye™

¢ Raizes Reais e Iguais

Se a equagao caracteristica tem uma raiz real dupla r; = ry, a solugao é:
y(t) = (Ci + Cat)e™

e Raizes Complexas Conjugadas

Se as raizes sao complexas conjugadas r = « &£ 37, a solugao geral é:
y(t) = e (Cy cos(Bt) + Cysin(Bt))
Exemplo 2.12:

Neste exemplo, resolvera-se a equagao diferencial ordinaria (EDO) de segunda
coeficientes constantes:

y' =4y’ +4y =0
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Primeiro substitui-se y por e, onde r ¢ uma constante a ser determinada. Calcula-se as
derivadas de y:

y=e
y/ — T@rt
y// — r2€rt

Substituindo estas derivadas na EDO original, obtemos:

Y’ — 4y 4 4y = r?e™t — dre™ + 4" =0

Faturando e™ (que nunca é zero), e obtém-se a seguinte equagao caracteristica:

7 —dr+4=0 (2.25)

Para resolver-se a equagao caracteristica, utiliza-se a formula quadratica (2.20]). Neste caso,
a=1,b=—4, e c = 4. Substituido estes valores, tem-se que:

() EV(4)2-4-1-4
N 2.1

r

e fazendo operacoes matemaéticas basicas obtemos o seguinte valor para o r:

r=2

Portanto, a equagao caracteristica tem uma raiz dupla » = 2. Como a equagao caracteristica
tem uma raiz real dupla r = 2, entao a solucao geral da EDO é dada por:

y(t) = (C) + Cyt)e* (2.26)

onde C] e (5 sao constantes determinadas pelas condigoes iniciais, se fornecidas.

y(t) = (1 — 2t)e* (2.27)

. Método de Transformadas de Laplace

O método de transformadas de Laplace é tipicamente usado para resolver equacoes diferenciais
ordinarias (EDOs), especialmente aquelas com condigoes iniciais.

Exemplo 2.12: Resolva a equacao diferencial ordinéria

d*y
— —4y =0 2.28
Tz W (2.28)

com as condigoes iniciais y(0) =1 e %(0) = 0.

v a . i &

Para resolver a equacao ([2.28]), aplicamos a Transformada de Laplace, que é uma ferramenta
poderosa na solucao de equacoes diferenciais lineares, especialmente quando ha condigoes ini-
ciais envolvidas. O procedimento segue os passos abaixo:
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(a)

Aplicagcao da Transformada de Laplace
Aplicamos a transformada de Laplace £ em ambos os lados da equacao diferencial:
d*y

ll{agg}——4£{y}::£{0}

Utilizando a propriedade da transformada de Laplace para derivadas:
d?y 2 dy
{5} =2re - s - 20,

onde Y'(s) representa a transformada de Laplace da fungao y(z). Substituimos os valores
das condicdes iniciais y(0) = 1 e 2£(0) = 0:

Y (s) —s-1—0—4Y(s) =0

Simplificamos a equacao:

Resolvendo para Y (s):

Transformada Inversa de Laplace

Agora, devemos calcular a transformada inversa de Laplace para encontrar y(x). Para
isso, decompomos a fracao em fragoes parciais:

S S

$2—4  (s—2)(s+2)

Assumimos que pode ser escrita na forma:

s B A B

G-2)(5+2) s—2 542

Multiplicamos ambos os lados da equagao pelo denominador comum (s—2)(s+2), obtendo:

s=A(s+2)+ B(s—2)

Expandimos os termos do lado direito:

s=As+2A+ Bs —2B

Agrupamos os termos semelhantes:

s=(A+B)s+ (2A—-2B)

Comparando os coeficientes de s e os termos constantes, obtemos o sistema:
A+B=1

2A—-2B=0

Resolvemos o sistema da segunda equagao, isolamos A:
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Substituimos na primeira equagao:

1
B+B:1:>2B:1:>B:5

Como A = B, entao:

1
A=—
2
Assim, a decomposicao em fragdes parciais fica:
1/2 1/2
vy A2 12
§s—2 542

Agora, aplicamos a transformada inversa de Laplace, usando a propriedade:

Isso nos da:

Esta solugao representa uma combinacao linear de exponenciais, o que é tipico para equagoes
diferenciais lineares homogéneas de segunda ordem com coeficientes constantes.

2.3.1.2 Meétodo Analiticos para Resolugao de Equagoes Diferencias com Derivadas Par-
ciais
Existem varios métodos analiticos para resolver as equacoes diferencias com derivadas parciais,
dentre os quais iremos destacar os seguintes métodos:

1. Método de Separagao de Variaveis

O método de separacao de variaveis baseia-se na suposicao de que a solugao da EDP pode ser
escrita como o produto de fungoes, cada uma dependendo de uma tnica variavel. O objetivo
é transformar a EDDP em uma ou mais equagoes diferenciais ordinarias (EDOs), que podem
ser resolvidas individualmente.

Exemplo 2.13: Resolva a equagao diferencial parcial (EDP)

ou  0*u

com as condi¢des de contorno u(0,t) = 0, u(L,t) = 0 e condicdo inicial u(z,0) = sin (Z£).

Para resolver a equagao diferencial parcial (2.29)), iremos primeiro assumir uma solugao sepa-
ravel: Suponha que a solugao u(x,t) pode ser escrita como o produto de duas fungdes, uma
dependente de = e outra de t:
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u(z,t) = X(x)T(t) (2.30)
segundo, substituir a expressao (2.30) na EDP ([2.29)), onde ficamos com a seguinte expressao

d*X ()
dz?

=T(t)

dividindo ambos os lados por X (z)T'(¢):

1 dr(t) 1 &PX(x) )
Tt) dt  X(z) da®2

onde, —\ é uma constante separada, conhecida como o parametro de separacao.

e resolvemos as ODEs resultantes:

e Para T'(1):
dT(t)
— = =\T(t
A solucgao geral é:
T(t) =e M
e Para X(z):
d*X (x)
e —AX(x)
Esta é uma equagao diferencial ordinéaria de segunda ordem. A solucao geral depende do
valor de A:

— Se A\ = k2, a solucao é:
X(x) = Asin(kz) + B cos(kz)
Aplicando as condigdes u(0,t) =0 e u(L,t) = 0:

e Para x = 0:
X (0) = Asin(0) + Bceos(0) = B =0

Portanto, X (z) = Asin(kx).

e Paraz = L:
X (L) = Asin(kL) =0

Para que a funcao sin(kL) seja zero, kL deve ser multiplo de 7

k="
L

onde n é um nimero inteiro positivo.

Com a condigdo inicial u(z,0) = sin (2£), temos A = 1 e:

u(z,t) = sin (%) (1)
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2. Método das Transformadas de Fourier

O Método das transformadas de Fourier é usado para resolver EDDPs, especialmente em do-
minios infinitos ou periddicos. Esse método converte a EDDP em uma equacao diferencial
ordinaria, que ¢ mais facil de resolver.

Exemplo 2.13 : Consideremos a seguinte equacao do calor :

du 0?u

— = —

ot O0x?
com condigdo inicial u(z, 0) = sin (2£).

Para resolvermos essa equagao aplicamos os seguintes passos:

1. Aplicar a Transformada de Fourier

Aplicamos a transformada de Fourier na equacao do calor:

ou 9%u
)=o)

usando a propriedade da transformada de Fourier para derivadas:

du(k, t)

e —ak*u(k,t)

a solucao para u(k,t) é:
a(k,t) = a(k,0)e "

2. Aplicar a condigao inicial

A condigao inicial u(z,0) = sin (”—Lx) leva & transformada de Fourier:

ok [o(s- )54 5)

3. Transformada Inversa de Fourier
Usando a transformada inversa de Fourier para recuperar u(z, t):
L )2 T
u(z,t) = — [efa(f) Fsin (—)]
(z,1) = 5 7

Assim:

)t

=~

u(z,t) = sin <7T—Lx> el

2.3.2 Meétodos Numéricos para Resolucao de Equacoes Diferenciais

Métodos numéricos sao técnicas matematicas e computacionais usadas para resolver problemas
que sao dificeis ou impossiveis de resolver analiticamente. Estes métodos sao amplamente utiliza-
dos em varias areas da ciéncia e engenharia para encontrar solugoes aproximadas para problemas
matematicos complexos.

25



2.3.2.1 Meétodos Numéricos Para a Resolugao de Equagoes Diferenciais Ordinarias

Para se resolver numericamente as Equacoes Diferencias Ordinarias recorremos aos Metodos de
Euler, Método de Runge-Kutta e aos Métodos de Adams-Bashforth e Adams-Moulton que definimos
abaixo.

1. Método de Euler

O método de Euler aproxima a solugao de uma EDO passo a passo, usando a derivada para
prever o valor da fung¢ao no préximo ponto.

Ynt1 = Yn + hf(:l:‘n, yn)

Onde: y, é a aproximagcdo da solu¢do no ponto z,, h é o tamanho do passo e f(x,,y,) ¢ a
derivada de y avaliada em x,,.

2. Método de Runge-Kutta de Quarta Ordem (RK4)

O método de Runge-Kutta de quarta ordem é amplamente utilizado devido a sua precisao e
estabilidade [5]. Este método avalia a fun¢do em quatro pontos intermediérios, proporcionando
uma aproximacao mais precisa da solu¢ao. E a solugao aproximada é obtida usado a seguinte
expressao.

h
Ynt1 = Yn + g(kl + 2k + 2ks + ky)

Onde: k1 = f(xn,yn), ko = f(:zcn—i—%,yn—i—%kl), ks = f(xn+%,yn+%k2) eky = f(xp+h,y,+hks).
3. Método de Adams-Bashforth e Adams-Moulton

Os métodos de Adams-Bashforth e Adams-Moulton fazem parte da classe de métodos multistep
lineares, usados para resolver equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) da forma:

y(t) = f(ty(t))

O método de Adams-Bashforth é um método explicito que utiliza valores previamente calcula-
dos para estimar a solugao no préximo ponto. Esse método é baseado na formula de integracao
de interpolagao de Newton e usa o valor da fungao derivada f(¢,y) em pontos anteriores e o
método de Adams-Moulton é um método implicito, o que significa que a estimativa no préximo
ponto depende tanto dos valores ja calculados quanto do valor da funcao derivada no proprio
ponto a ser calculado. Isso torna o método mais estavel e preciso, especialmente em equagoes
rigidas.

2.3.2.2 Métodos Numéricos para Equagoes Diferenciais com Derivadas Parciais (EDDPs)

Métodos numéricos para EDDPs geralmente discretizam tanto as variaveis em fung¢ao do tempo
quanto em func¢ao do espacgo, transformando o problema continuo em um problema discreto.

1. Método das Diferencgas Finitas

O método das diferencas finitas é uma das abordagens mais comuns para resolver equagoes
diferenciais parciais (EDPs). Este método se baseia na substituigdo das derivadas parciais
por aproximacoes que envolvem valores da funcao em pontos discretos, transformando assim o
problema continuo em um sistema que pode ser resolvido numericamente [27].
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2. Método dos Elementos Finitos

O Método dos Elementos Finitos (MEF) ¢ uma técnica numérica que discretiza um dominio
continuo em pequenos elementos (tridngulos ou quadrados) para resolver problemas. Ele en-
volve a aproximacao da solucao dentro de cada elemento por fungoes de base, a aplicacao de
equagoes locais, a montagem de um sistema global de equacoes e a aplicacao de condigoes de
contorno. Apos resolver o sistema usando métodos numéricos, os resultados sao processados
para obter variaveis como tensoes e deformagoes. O MEF é flexivel para geometrias complexas
e aplicavel em diversas areas, embora sua complexidade e o alto custo computacional possam
ser desvantagens [31].

3. Método dos Volumes Finitos

O Método dos Volumes Finitos é uma técnica amplamente utilizada para resolver equacoes
diferenciais parciais, especialmente em problemas de conservacao de quantidades fisicas, como
massa e energia. Ele consiste em dividir o dominio em pequenos volumes de controle, onde
se aplica o principio de conservagao, relacionando a variagao da quantidade conservada dentro
do volume a diferenga entre os fluxos que entram e saem dele. Os fluxos sdao aproximados
usando valores discretos nas superficies adjacentes, resultando em um sistema de equacoes que
é resolvido numericamente. Essa abordagem é especialmente til para simulagoes em geometrias
complexas e em situagoes onde as condigoes de contorno e interagoes de fluxos sao criticas [30].
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Capitulo 3

Método de diferencas finitas

Neste capitulo, apresentamos os conceitos sobre o método das diferencas finitas, amplamente
utilizado na resolugao de equagoes diferenciais. Comecaremos com uma visao geral dos conceitos
bésicos, a formulacao geral dos métodos de diferencas finitas, as suas principais caracteristicas e
aplicagoes. De seguida, detalharemos os métodos explicito e implicito. E, por fim, abordaremos
o método de Crank-Nicolson, que combina aspectos dos dois métodos anteriores. A maioria das
defini¢oes utilizadas neste resumo foi retirada das seguintes obras: [12], [16] e [22].

O método das diferengas finitas consiste em resolver equacgoes diferenciais de dominio continuo,
transformando-as em pontos discretos. Ou seja, este método aproxima a derivada de uma fungao por
expressoes (formulas) discretas, calculadas apenas num conjunto finito de pares ordenados, que sao
(x1,11), (T2, y2), -+, (Tn, Yn), onde y; = f(x;), sendo i = 1,...,n. Estas formulas podem ser obtidas
de vérias maneiras, sendo que a forma mais simples consiste em utilizar os recursos basicos do célculo
diferencial.

3.1 Discretizacao do dominio

O primeiro passo de qualquer método numérico na resolugao de E.D.s consiste em discretizar a
regiao onde se procura a solucao. A discretizacao consiste em dividir o dominio de calculo em um
certo nimero de subdominios. Para tal, define-se uma malha, na qual se estipulam os pontos que
delimitam os subdominios, os quais, no caso de um dominio finito, sdo em numero igual a (J + 1).

Seja o intervalo [a,b]. Discretizamos = € R introduzindo uma malha unidimensional de pontos
discretos z;, e dividimos o dominio em

<L <TG < Xy <
particoes. Por uma questao de simplicidade, considerar-se-4 uma particao uniforme, ou seja, tal que

h =x;1 —x;, comi=0,1,--- n, conforme ilustrado na Figura (3.1).

i

X230 K0 x°h 1 KEh x4 xi%h

Figura 3.1: Malha Unidimensional
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Para discretizar o dominio em R?, Inicialmente iremos discretizar a variavel x. Consideremos o
intervalo [a,b] na variavel espacial x, escolhemos um inteiro positivo n e dividimos o intervalo [a,b]
em n-+1 partes, sendo h o comprimento adotado na malha e obtemos n + 1 pontos e cujos extremos

sao os pontos da malha x; = a + ih, sendo ¢ = 0,1,--- ,n. De forma analoga, dividimos o intervalo
[c,d] da variavel temporal t, em m-1 partes iguais de comprimento k, obtendo m + 1 pontos e cujos
extremos sao os pontos da malha t; = c+ jk, sendo j = 0,1,--- ,m.

Nos pontos (x;,t;) vamos obter as aproximacoes, e qualquer ponto (z;,y;) ficara representado na
malha por (7,7) e os vizinhos a esse ponto vem representados por (i + 1,7 £+ 1) conforme ilustrado
na (figura 3.2).

ol

—r
L
\

Figura 3.2: Malha Bidimensional

Uma vez efetuada a discretizacao do dominio do problema, aplica-se o Método das Diferencas Finitas
para a determinagao das incognitas e, as derivadas que aparecem na equagao original sao substituidas
(ou aproximadas) por formulas discretas de diferengas. A aplicacdo dessas férmulas aos pontos do
dominio discretizado gera um sistema de equagoes algébricas, cuja solucao fornece os valores das
incognitas do problema nesses pontos discretos.

3.2 Aproximacoes Diferenciais

Como visto na seccao anterior, um dos passo necessarios na resolucao de equacoes diferenciais
por diferencas finitas é a aproximacao das derivadas presentes nestas equacoes, aplicadas a um dado
ponto arbitrario, z; ou ¢;. Uma maneira simples de se obter estas aproximagoes ¢ através do uso da
expansao de uma funcao em série de Taylor em torno de um dado ponto. Portanto seja z; este um
ponto base, podemos escrever o valor de f(z;+1) = fj+1, pela seguinte série infinita

()41 — 25)° N f(//(xj+1 — ;)° b ()1 — 25)" b (3.0)

fis1 = f; + Z/;'(Q?jﬂ — xj) + fJ”

2 J 3! J 4!
enquanto que o valor de f(x;_1) = f;_1 é dado por :
T —x1)* T, —xq1)? x;—x 1)
fior = fi = fila; — zj0) + f]{f% + fjf,ﬂ(ﬂTfl + f](4)(JT31 N (3.2)

Considere, agora, a necessidade de se aproximar o valor de f; , o que sera feito utilizando as
Equagoes (3.25)) e (3.26)). Estas equagoes podem ser escritas de forma mais compacta através da
definicao do comprimento do dominio j
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h = Tj— Tj41 (33)

Desta forma, multiplicando-se a Equacao (3 por h? 711 € diminuindo o resultado da Equagao
(3-26)) multiplicada por h?, obtemos a segulnte expressao, onde o f; foi eliminado

(A3 + 3310
3!

h?fj—i-l - h?+1fj—1 = (h2h3+1)fj (hz Jj+1 + hjhj-i—l)f]/' + fj/‘”
(h?h;ﬂrl h?hj—i-l )
4 *

+f; (3.4)

que permite escrever uma aproximagao para f; por

f = Wil (Bjan = 1%5)f5 = PPy fima O(h S G
J

3.9
hi?hjo + hih? hihj1 + thJJrl) 83)

Onde O(z) indica que a aproximacao tem ordem de grandeza de z, isto é, o valor da derivada da
funcao no ponto considerado é obtido a partir da expressao aproximada, no limite quando z — 0.
Esta ordem de grandeza ¢é oriunda do termo de menor ordem (ou primeiro termo) entre aqueles que
envolvem as derivadas de maior ordem. O conjunto destes termos, ou a sua forma simplificada de
representacao por ordem de grandeza, ¢ denominado de erro de truncamento.

Para uma malha uniforme

hj="h, Vj
de modo que a aproximagao dada pela Equacao (5.33) é simplifica para
f Jj+l — Jj-1 f Jj—1 2
= h 3.6
fy =t L o) (3.6

que ¢é a chamada aproximacao por diferenca central da derivada primeira de y.

Podemos, ainda, usar as Equagoes (3.26)) e (3.25]), para obter mais duas aproximagoes para a
primeira derivada de y, que para uma malha uniforme sao dadas por

fi=t hf] -+ 0(h) (3.7)

que é obtida a partir da Equagao (3.25)), sendo chamada de aproximagcao por diferenga para tras
(“backward differentiation”), e

f]+1 f]
fi= - O(h) (3.8)

que ¢ obtida a partir da Equagao (3.26]), sendo chamada de aproximagcao por diferenga para frente
(“forward differentiation”).
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As Equagoes (3.25) e (3.26)) podem ser utilizadas para obter uma aproximagao para f;' se as mesmas
forem combinadas de modo a eliminar o termo em f} . Assim, multiplicando a Equacao (3.25) por
h; e somando o resultado a Equagao (3.26) multiplicada por A1, obtém-se

hifisr — (hy+ hjs)y; + hjsi fior 2 W5 —

2 h? h?
by 7 3l + h

(4 L4 3.9
O (3.9)

=

O segundo termo do lado esquerdo da Equacao (3.30)) é da ordem de hjyq — hj;, que se anula para
malhas uniformes, para as quais a aproximacao simplifica para

fiv1 —=2f+ fj=1
h2

que é a chamada aproximagcao por diferencas centrais de segunda derivada de f.

fi= +O0(h?) (3.10)

3.3 Tipos de Métodos de diferencas finitas

Existem vérios tipos de Método de Diferencas Finitas para a resolugao de equagoes diferenciais.
Para o estudo em causa irei me restringir aos seguintes: Método Explicito, Método Implicito e Método
de Crank-Nicolson.

3.3.1 Meétodo Explicito

Para definir os métodos em estudo usaremos o modelo fundamental das equacoes parabodlicas
que é a equacao do calor. A equacgao de calor ou difusao de calor é de estrema importancia na
Matemaética e em varios outros campos cientificos. Na estatistica, a equagao do calor esta vinculada
com o estudo do movimento Browniano através da equacao de Fokker-Planck, em probabilidade é
usada para descrever passeios aleatérios e na Matemética Financeira usa-se este tipo de equagoes
para a modelagao de opgoes (Titulos) [2I]. Podemos encontrar mais aplica¢oes e modelagoes de
problemas pela equagao do calor na Matematica Financeira nos seguintes livros: [22], [33] e [18].

Seja a equagao do calor dada pela seguinte forma:

of  &f

ot~ “ox?
com a(x,t) > 0,0 < x < L,0<t<T,sujeita & condigao inicial f(z,t) = 1(x), e as condi¢oes de
fronteira f(0,t) = f(¢t) e f(L t) =g(t).

O método explicito consiste em aproximar as derivadas temporal e espacial por derivadas pro-
gressiva e central respetivamente, ou seja, usa as diferencas centradas de segunda ordem na variavel
espacial para aproximar a derivada de segunda ordem e diferencas progressivas no tempo para apro-
ximar a derivada de primeira ordem.

(3.11)

A derivada de segunda ordem no espago pode ser aproximacao pela diferenca central de segunda
ordem da seguinte maneira:
Pfij  fivrg—2fi; + fic1y
S e o)+ O(Ar? 3.12
B2 A2 (Az%) (3.12)
e a primeira derivada em funcao do tempo pode ser aproximada utilizando a diferenga progressiva,
da seguinte forma:
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fij _ fi,jJrlA; fig +O(AY) (3.13)

ot
substituido as expressoes (3.12)) e (3.13]) em (3.11)) e descartando os termos de erro obtemos a equagao:
figrr — fig _ Jig —2fii + ficay

A7 = A2 (3.14)

e resolvendo para f; j11 obtemos:

At

Jige1 = fij + E(fiﬂ,j —2fi;+ fic1;)- (3.15)
At

seja A = 5 (a relacdo entre os espacamentos da malha) e o método numérico explicito (15) tera a
seguinte forma compacta:

fijar =Mz + (1 =2N) fi; + Aiv1, (3.16)

Veja que, a equagao e a Figura 3 sugerem uma avaliagao organizada por niveis de tempo
e conhecidos os valores f;_1;,fi; e fit1; calculamos f; ;11 conforme a Figura 3. Esta Figura nos
mostra graficamente como acontece a dependéncia e o calculo de um determinado ponto. No método
explicito, o ponto (¢, + 1) depende dos pontos (i — 1,7),(4,7) e (i + 1, ), todos do nivel anterior e
dai a palavra explicito. Na figura 3 é possivel notar que, como os valores sobre a linha 7 = 0 sao
conhecidos (condigoes iniciais), entao é possivel calcular os valores da linha j = 1 a menos do primeiro
e do ultimo, mas esses dois valores sao dados exatamente pelas condig¢oes de fronteira completando
assim o célculo da linha j = 1. Tendo a linha 7 = 1 procedemos de maneira analoga para calcular a
linha 7 = 2 e, assim, sucessivamente.

-1 I H+1

Figura 3.3: Molécula do método Explicito

3.3.2 Meétodo Implicito

O método implicito possui uma vasta gama de aplicagoes em diversas areas da Matemética
e das Ciéncias Computacionais. Em [30] destaca-se o uso do método implicito na resolugao de
equacoes diferenciais parciais, especialmente em problemas relacionados com a estabilidade numérica
e a eficiéncia computacional. Em [37], este método esta associado a simulagoes de dindmica dos
fluidos, onde a sua capacidade de lidar com grandes passos temporais é crucial. Outro campo
significativo ¢ a modelacao de fenémenos térmicos, em que o método permite uma maior precisao na
solucao de equacoes de difusao. Para além disso, o método implicito é utilizado em problemas de
mecanica dos solidos, como evidenciado por [38], que demonstraram a sua eficiéncia na simulagao de
materiais nao lineares. Estas aplicagoes evidenciam a versatilidade do método implicito, sublinhando
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a sua importancia na resolucao de problemas complexos em diversas disciplinas cientificas e de
engenharia.

O método implicito consistem em aproximar a derivada em funcao do tempo pela diferenca
regressiva e a derivada em funcao do espago pela derivada central de segunda ordem. Deste modo a
derivada parcial em funcéo do tempo f; no ponto f(x;,t;) sera aproximada pela diferenca regressiva
(Backward) da seguinte forma:
fig— fij—

Ofij _
5 A Toml

e a aproximacao da segunda derivada no espaco f,, ponto f(x;,t;) pela diferenca central de segunda
ordem seré representada da seguinte maneira:

(3.17)

Pfig  firrg —2fig+ fiirg
A o)+ O(Ar? 3.18
57 A2 + O(Az7) (3.18)
substituido as expressoes (3.17)) e (3.18]) na equagao (3.11)), obtemos a equacdo seguinte:

“Aivrj+ A+ fij = My = fij (3.19)
onde A = o> 2L

Ax?

A equagao (3.19) é a chamada equacao de diferenga finitas do método implicito e esse método seréa
representado pela seguinte molécula computacional (Figura 3.4) abaixo.

*1

=1
i1 i i+1

Figura 3.4: Molécula do método Implicito

Este método denomina-se implicito, pois cada ponto f(; ;—1) depende dos pontos (i — 1, 5),(i, ) e
(14 1,7), todos do nivel posterior dai a palavra implicito. Da figura (4) veja que néo é possivel o
célculo direto de f; ;, pois os elementos da linha f; ; sao especificados em termos do valor conhecido
fij—1. Para contornar esta situagao, é necessério a resolucao de um sistema linear para cada estagio
J. Fixando um estagio j e variando ¢, obtemos o sistema tridiagonal de n — 1 equagoes e n — 1
incognitas dado abaixo:

ou, na notagao vetorial, Af; = f;_1 + b;.
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3.3.3 Meétodo de Crank-Nicolson

O método Crank-Nicolson é um método numérico amplamente utilizado para a resolugao de equa-
¢oes diferenciais parciais. Em [30] o método Crank-Nicolson é empregado na modelagem de processos
de difusao, como por exemplo na transferéncia de calor em soélidos e liquidos, demonstrando desta a
capacidade de fornecer solugoes estaveis e precisas. Em [34] é aplicado na modelagem problemas de
escoamentos de fluidos em diferentes condigoes de contorno, evidenciando suas vantagens em termos
de precisao e estabilidade. Ademais este método é aplicado na modelagem financeira, particular-
mente na avaliagdo de opgoes e outros derivativos. Em [35] utiliza-se técnicas numeéricas semelhantes
para resolver a equacao de Black-Scholes, mostrando como este método pode ser usado para opgoes
de avaliacao em financas.

O método de Crank-Nicolson consiste em aproximar a EDP no ponto médio, ou seja, apro-
ximar a derivada em funcao do tempo pela diferenga central e a derivada em funcao do espaco pela
media das diferencas centrais nos niveis de tempo j e j + 1.

Considerando a equagao da difusao de calor (3.11). Em [35] sugere-se usar a média das diferengas
centrais de segunda ordem para aproximar a derivada em funcao do espago da seguinte forma:

O método explicito sera aproximado pela diferenca central do seguinte modo:

Jigrr — fig  Jivrg —2fi;+ ficy

= 3.20
At Ax? ( )

e o método implicito serda aproximado pela diferenga central do seguinte modo:

Jig1— fig  Jirrger — 2fij0 + ficrj4
’ = = : : : 3.21
At Ax? ( )
e fazendo a média de (3.20) e (3.21)) obtemos a seguinte expressao:
Juirt = Jig =« (firry — 2fij + ficry + firrjrn — 2fiji + ficrj41) (3.22)
At 2A:C2 5] ) ) sJ ) )

onde \ = aQ(ﬁ—i)Q é a relacao entre os espacamentos da malha.
A expressao numérica (3.22) serd chamada de diferenga finita de Crank-Nicholson e tera a seguinte
forma compacta:

—Aficrgrr + (L4 20) fijin = Afivrn = Micny + (1= 20) fij — My (3.23)

A equagao (3.23)) envolve em cada um dos niveis de tempo j e j + 1 trés valores de f como podemos
ver na ver Figura (5), que e representa a molécula computacional deste método.

Note que este é um método implicito também pois para conseguir os valores posteriores de f no
tempo, um sistema de equagoes algébricas deve ser resolvido. Os valores dos novos niveis de tempo
7+ 1 podem ser obtidos pelo sistema de equagoes dado pela equacao ou pela matriz triagonal
dada abaixo, com as condigoes iniciais e de contorno dadas em . Desenvolvendo a equagao
acima, para valores de j de 1 ate n, obtém o seguinte sistema de equagoes:
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Figura 3.5: Representacao da Molécula do Método Crank-Nicolson

(142X fiz110 — AMfige2 = Afio — A= 1) fi1 +2Xfio
Mivia+ (142N fiv12 — AMivizs =Aia — QA= 1)fio+ Afis
—AMiviz + (142N fiyiz — Mivia =AMz — CA = 1) fiz + 2M fia

—AMitin—1+ 1+ 2N fixin = Afino1 — @A = 1) fin +2Xfin (3.24)

onde se verifica-se que o 1° membro pode ser colocado na mesma forma matricial do método implicito
e o 2° fica da seguinte forma:

Mia— CA=1)fir+2\fio para j=1
)\fi,jJrl — (2)\ — 1)fi,j + )\fiyjfl para ] = 2, ey U — 1
Min— @A =1)fin + Afino1 para j=n

Este esquema é também desenvolvido, mediante um sistema tridiagonal de equacoes, as quais sao
resolvido em cada passo de tempo.

Reunido as equagoes do 1° e 2° membro resulta nas seguintes matrizes dada em notacao vetorial
Afitt = Bfi de ordem n — 1 x n — 1, onde A e B sdo matrizes trigonais,

[1+2) A 0 [1—-2\ A 0
A A
A=1] 0 0 |B=]| o 0
) A
0 —A 142\ |0 —A 12\
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3.4 Analise da Convergéncia do modelo

A analise da convergéncia é fundamental no estudo dos métodos numéricos, pois assegura que a
solucao aproximada de um problema se aproxima da solucao exacta a medida que a discretizacao é
refinada. Esta analise envolve a avaliacao da taxa de aproximacao, da estabilidade e da consisténcia
de um método. Para a sua realizacao, podem ser empregues diversas ferramentas e métodos, como
a analise do erro, que examina a diferenca entre a solugao exacta e a aproximada, a ordem de
convergéncia que mede a rapidez com que o erro diminui quando o passo de discretizacao é reduzido
e o Teorema de Lax, que relaciona a consisténcia e a estabilidade de um método para garantir a
convergéncia do método numérico. A maioria das defini¢oes, teoremas e propriedades utilizadas
neste capitulo foram obtidas das seguintes obras: [7] e [§].

3.4.1 Convergéncia

Um método numérico é considerado convergente quando, & medida que a discretiza¢ao (como o
tamanho do passo de tempo ou o espagamento da malha) é refinada, a solu¢gdo numérica se aproxima
da solucao exacta do problema.

Considere a equacao diferencial parcial de valor inicial dada a seguir:

Lv=F serelIR e t>0
{ v(z,0) = f(x) ser€lIR (3.25)
e uma aproximagao correspondente através de um esquema de diferencas finitas.
Livt=F" sek€Z e nelN
{ vp = fzx) sekeZ (3.26)

onde L ¢ um operador diferencial parcial, v e F' sao fungoes definidas em todo intervalo real. Denota-
remos por L} o esquema de diferengas finitas para este problema, sendo que n corresponde a variavel
temporal e k a variavel de espago e v} é definido na malha e satisfaz as seguintes condi¢oes iniciais
v = f(KAz), com k = —o0, -+, +00. Geralmente usaremos a letra v para denotar a solugio exata
e u para denotar a solugao aproximada obtida através de um esquema de diferencas finitas.

Definicao 3.1 (Convergéncia pontualmente): Um esquema de diferenca finita L}u} = F}!

aprorimando a equacgado diferencial parcial Lv = F € um esquema pontualmente convergente se para
todo (x,t) € IR x (0,400) temos:

up — v(x,t) (3.27)

quando (kAx, (n + 1)At) — (x,t) e Az, At — 0.

Defini¢cao 3.2 (Convergéncia Uniforme): Um esquema de diferencas finitas Liuy = F?
aproximando a equacdo diferencial parcial Lv = F € um esquema uniformemente convergente em t
se :

"t — " =0 (3.28)
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quando (n+ 1)At — t e Az, At — 0.

Mais precisamente, diremos que se trata de esquema espacialmente uniformemente convergente de
ordem (p;q) em t se:

[u" — 0" = O(AzP) + O(AL?) (3.29)
quando Ax, At — 0 e (n+ 1)At — ¢.

Se as constantes presentes em O(Axz?) e O(At?) nao dependerem do instante de tempo t considerado,
dizemos simplesmente que o esquema ¢é uniformemente convergente de ordem (p;q).

Geralmente nao é facil provar a convergéncia de um método numérico pela definicao. E como
alternativa sao usados os conceitos de consisténcia e estabilidade que sao relacionados pelo teoremas
de Lax que sera abordado nos préximos subtitulos.

3.4.2 Consisténcia

Considerando a equagao diferencial parcial definida em (|3.25)) e a sua aproximagao correspondente
em (3.26]), podemos definir a consisténcia do seguinte modo:

Defini¢cao 3.3 (Consisténcia Pontual): Um esquema diferencas finitas Liu} = Fj' é pon-
tualmente consistente com a equagao diferencial parcial Lv = F se para todo ponto (x,t) €
IR x (0,+00) e para toda a fun¢do suave ¥ = (x,t):

(Lo — F)|} — [Lyp(kAx, nAt) — FJ'] — 0 (3.30)
quando Az, At — 0 e (kAn, (n+ 1)At) — (z,t).
Defini¢ao 3.4 (Consisténcia uniforme): Um esquema diferencas finitas Liuy = F* € unifor-

memente consistente com a equacao diferencial parcial Lv = F' se

|lpé — Prolle — 0 (3.31)
quando Ax, At — 0, independemente de t.

Ao analisar a consisténcia, pode se escolher ¢ como sendo a solucao e v a equacao diferencial parcial
e portanto a defini¢ao (3.30]) tornara-se a seguinte:

Lyvy — F — Az, At — 0 (3.32)

Se escrevermos o esquema de diferengas como

u" = Qum + AtE™ (3.33)
onde
u® = (... mgpug,u?’...)T
" = (... ,uﬁl,ug,u’f,---)T

e () ¢ um operador que atua no proprio espaco, podemos definir a consisténcia da seguinte forma:

Defini¢cdo 3.5 (consisténcia normada): O esquema de diferenca € consistente com
a equagao diferencial parcial com norma ||.||, se a solug¢do da equagao diferencial parcial e v satisfaz
a sequinte expressao:
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" = QU 4+ ALF + AT" (3.34)

e

[|7"]| = 0 (3.35)
quando Az, At — 0, onde v" denota o vector Kth com componente v(kAx,nAt).

Uma pequena variagao da definicao da consisténcia é dada abaixo onde a ordem pela qual 7" tende a
0 (a qual é a mesma ordem com qual o esquema de diferengas finitas aproxima a equagao diferencial
parcial ) é incluida.

Defini¢ao 3.6 (Consisténcia de Ordem Exacta): O esquema de diferenca finita é

dito de ordem exata (p,q) para a equagao diferencial parcial dada se:

17| = O(Az?) + O(A) (3.36)

Denotamos por erro de truncamento as seguinte expressoes: 7" ou ||7"||. Observe que é facil ver que
se um esquema de diferenca finita é de ordem exata (p, q),p,q > 1, entdo é um esquema consistente,
e também é facil ver que se um esquema é consistente ou de ordem exata (p,q), entdo o esquema é
pontualmente consistente.

Observe que a consisténcia é uma condi¢ao necessaria para convergéncia, mas um esquema consistente
nao é necessariamente convergente. Por outro lado, a maioria dos esquemas de diferencas finitas
usados sao de fato consistentes.

3.4.3 Estabilidade

A estabilidade esta relacionada a ampliacao ou anulacao de erros de arredondamentos e de apro-
ximagoes, quando um esquema anula tais erros nao afetando a solucao dizemos que o esquema é
estavel, entretanto quando tais erros sao ampliados fazendo a solucao divergir da solugao real dize-
mos que o esquema ¢é instavel. A interpretagdao da estabilidade de um esquema de diferencas finitas
leva-nos a compreender que pequenas diferencas nas condig¢oes iniciais podem pequenos erros na
solucao aproximada.

A definicao de estabilidade de um esquema diferencas finitas é similar a definicdo da equacao
diferencial parcial bem posto. Sabe-se que um problema é dito bem posto se ele tem uma tnica
solucao que depende continuamente dos valores iniciais ou de fronteira, ou de ambos.

Vamos considerar os esquemas numéricos que podem ser escritos como:

u" = Qu",n > o (3.37)

que é um esquema para resolver um dado problema de valor inicial em IR e que inclui uma equacao
diferencial parcial linear homogénea.

Defini¢cao 3.7 (Estabilidade em norma): Dizemos que um esquema de diferengas finitas é

estavel com norma ||.|| se: existem constantes positivas Ax, e At,, e constantes nao negativas k e (8
tal que:

[|u ] < Ke[|u], (3.38)
quando 0 <t = (n+ 1)At, 0< Az <Az, e 0 < A < At,.
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Note que a definicao da convergéncia e consisténcia tanto como da estabilidade é dada em termos
da norma e essa norma pode variar dependendo das condigoes iniciais e de contorno, também
observa-se que a definicao da estabilidade permite que a solugao cres¢a com tempo e nao com o
numero de passos de tempo.

Proposicao 1: Dizemos que um esquema diferencial (12) € dito estdvel com norma ||.|| se e somente
se existem constantes positivas Az, e At, e constantes nao negativas k e 3 tal que:

Q"] < Ke (3.39)
para 0 <t = (n+ 1)At,0 < Az < Az, e 0 < At < At,,.

Demonstracao

Consideremos um esquema de discretizacao temporal e espacial de uma equacgao diferencial. A
solucao é calculada em iteragoes, onde @), representa a solugao na iteragao n.

Supomos que a norma ||@,|| seja finita e que, para perturbagoes iniciais pequenas, a norma da solu-
Ga0 ||@Qn+1|| ndo cresce descontroladamente.

Para a norma ||Q,41]|, temos:

1Qnia]| < @nl] +[IEall;

onde F, representa o erro introduzido na iteragao n.

Assumimos que existem constantes K e [ tais que:
1E,]| < Ce™,

para uma constante C' que depende das condicoes iniciais e da discretizacao. Isso implica que o erro
é controlado exponencialmente.

Iremos usar a indugao para mostrar que, se ||@Q,|| é controlado, entao ||@Q,,+1|| também é.
Para n = 0, temos ||Qo|| finito.
Suponha que ||@Q,|| < Ke’"A para algum n. Entdo:
1Qun+1ll < NQull +[1Bal| < KePm2 4 e = (K + C)e™.
Assim, se escolhermos K’ = K + C, temos que:
[Qna|] < K'ePmae

As constantes Axy e Aty garantem que a discretizagao nao introduza instabilidades adicionais. Por-
tanto, ao controlar a norma da solucao em funcao do tempo e das discretizagoes, concluimos que o
esquema é estavel conforme definido. n
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3.4.3.1 Critérios de Estabilidade

Existem diversos critérios para a analise da estabilidade de um esquema numeérico, entre os quais
se destacam os seguintes: critério da matriz, critério de Von Neumann e critério CFL.

1. Critério da Matriz

Este critério é utilizado principalmente para analisar a estabilidade de métodos numéricos na
resolucao de equagoes diferenciais com derivadas parciais (EDDPs), especialmente em métodos
explicitos.

Consideremos uma equagao diferencial com derivadas parcial (EDDP) que, apos discretizagao,
pode ser expressa da seguinte forma:

Ut = AUu”
onde:

e U" é o vetor das solugdes numéricas nos pontos discretos do espacgo no tempo t = nAt.

e A é a matriz de evolugao, que determina como o vetor de solugoes U é atualizado de um
passo de tempo para o préoximo.

Para que o método seja estavel, precisamos garantir que pequenos erros nao cres¢am descon-
troladamente a cada iteragao. Matematicamente, a condicao de estabilidade requer que o raio
espectral de A seja menor ou igual a 1. O raio espectral p(A) é o maior médulo dos autovalores
A de A:

p(A) = max [,
assim, o método seréa estavel se:

p(4) <1

isso significa que todos os autovalores de A devem estar dentro ou no limite do circulo unitério
no plano complexo. Em outras palavras, para cada autovalor \; de A, temos:

A <1

se essa condicao nao for satisfeita, qualquer erro presente em U™ seré amplificado a cada passo
de tempo, levando a uma solucao instéavel.

2. Critério de Von Neumann

O critério de Von Neumann é um método de analise de estabilidade especifico para equacoes
diferenciais parciais lineares e é particularmente 1til para métodos explicitos. Ele se baseia
em uma anélise de Fourier, onde a solugao numérica é representada como uma combinacao de
ondas harmonicas, ou seja, fungoes de seno e cosseno. Para aplicar este critério, assumimos que
a solugao numeérica uj em um ponto de malha r = jAz e no tempo t = nAt pode ser expressa
como:
u;z — Gneiija:

onde:

e (G é o fator de amplificacao, que determina o crescimento ou a dissipacao do modo de
onda.

e k ¢ o niamero de onda associado ao modo de Fourier.

e jAx representa a posicao espacial.
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Substituindo essa representacao na equacao de diferencas finitas, obtemos uma expressao para
G em fungao de k, At e Ax. Para que o método seja estavel, é necessario que:

al<1

para todos os valores de k. Em termos praticos, essa condicao implica que, para cada com-
ponente de frequéncia (modo de onda), o fator de amplificagdo nao deve ser maior que 1,
garantindo que os erros de alta frequéncia nao se amplifiquem ao longo do tempo.

3. Critério CFL (Courant-Friedrichs-Lewy)

O critério CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) ¢ uma condi¢ao fundamental para garantir a esta-
bilidade de métodos numéricos ao resolver EDDPs hiperbolicas e parabolicas. Ele relaciona
o passo de tempo At, o passo de espago Az e a velocidade de propagacao da informagao (ou
velocidade caracteristica) na equagao. A ideia central do critério CFL é que o método numérico
deve permitir que a "informacao"da solugao se propague de forma controlada dentro da malha,
se essa propagacgao nao for respeitada, o método pode gerar resultados instaveis e imprecisos
[27].

Consideremos a equacao de advecc¢ao simples:

onde ¢ é a velocidade de propagacao, o critério CFL estabelece que o método numérico seréa
estavel apenas se:

esta relagao, chamada de niimero de Courant impoe uma limitacao na escolha do passo de tempo
At em relagao ao passo de espago Az e a velocidade ¢. Em termos préaticos, isso significa que
a "informagao"propagada em uma iteragao do tempo (cAt) ndo pode percorrer uma distancia
maior do que o espagamento entre dois pontos consecutivos na malha (Azx).

De forma mais geral, para problemas multidimensionais com velocidades caracteristicas ¢; em
cada dire¢ao i, o critério CFL é expresso como:

C,LAt
FL = <1
C m?x (sz) <

Se essa relacao nao for satisfeita, o método numérico pode gerar solucoes instaveis, em que os
erros crescem de maneira descontrolada ao longo do tempo. O critério CFL assegura que a
velocidade de propagacao numérica da solugao, na malha, nao ultrapasse a velocidade fisica
com que a informacao se propaga, evitando, assim, instabilidades no processo numérico.

3.4.4 Teoremas de Lax

Os teoremas de Lax sao fundamentais na analise de métodos numéricos para equacoes diferenciais
parciais, pois estabelecem uma conexao clara entre a consisténcia, a estabilidade e a convergéncia
dos esquemas numéricos. A seguir apresentamos o teorema, suas carateristicas e a respetiva demons-
tracao.

Teorema 3.1 (Teorema de Equivaléncia de Lax): Um esquema de diferencas finitas con-
sistente para um problema de valor inicial bem-posto é convergente, se e somente se ele € estavel.

Demonstracao
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Inicialmente, assume-se que o esquema é consistente e estavel. Definimos u(x,t) como a solugao
exacta do problema, e u] como a solu¢ao numérica no ponto x; e no tempo ¢,. O erro é entao
definido como €' = ul — u(x;, t,).

A consisténcia do método garante que, conforme os passos de discretizacao, At e Az, se aproximam
de zero, o erro de discretizagao tende a zero. Isso pode ser formalmente expresso como:

lim e =0.
At,Az—0

Essa relacao significa que, para discretizagoes suficientemente finas, a diferenca entre a solugao nu-
mérica e a solucao exacta se torna desprezivel.

Por outro lado, a estabilidade do método implica que a norma do vetor de erros nao aumenta a cada
iteracao. Portanto, existe uma constante C' < 1 tal que:

le™ < Clle™]l.
Isso sugere que os erros em iteragoes sucessivas estao controlados e nao crescem descontroladamente.

Para mostrar isso de maneira mais rigorosa, considera-se o erro inicial . Aplicando a condicao de
estabilidade, pode-se derivar a seguinte relacao através de um argumento por inducao:

le*] < Clle”],
le?]l < Cllet]l < C2[le°)],

e assim por diante. Portanto, em geral, tem-se:

lle™ [l < C™[le”].
A medida que n — oo, se C' < 1, entdo C™ — 0. Isso implica que:

le"]] = 0 quando n — oco.
Consequentemente, se o0 método é estavel e consistente, ele converge para a solugao exata, ou seja:
uy — u(x;,t,) quando n — oo.

Na segunda parte da demonstracao, assume-se que o esquema de diferencas finitas é convergente.
Isso significa que existe um limite:

lim u] = u(x;,t,) para cada x; e t,.
n—oo

Para mostrar que o método é consistente, deve-se demonstrar que a diferenca entre a solugao nu-

mérica e a solucao exata, ou seja, o erro, deve se aproximar de zero & medida que os passos de
discretizacao se tornam mais finos.

Caso o método nao fosse consistente, existiria uma discrepancia fixa D entre a discretizacao e a
equacao que nao desapareceria com o refinamento da malha. Isso levaria a conclusao de que, mesmo
ao se refinar a malha, a diferenca entre a solucao numérica e a solucao exata nao se tornaria arbitra-
riamente pequena.

Contudo, & medida que At — 0 e Ax — 0, a consisténcia implica que os erros de discretizacao devem
se tornar pequenos. Se o método é convergente, entao, para qualquer € > 0, existe um ¢ > 0 tal que,
se a discretizacao é menor que ¢, temos:

luf — u(x;, t,)| < e.
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Isso significa que, ao refinar a malha, a solugao numérica se aproxima da solugao exata.

Assim, como €' = u' — u(z;,t,) — 0 com o refinamento da malha, isso implica que o erro de discre-
tizacao também tende a zero, provando que o método é consistente.

Portanto, a demonstracao do Teorema de Equivaléncia de Lax evidencia que a estabilidade é
uma condi¢ao necessaria para a convergéncia de um método numérico. Além disso, se um método é
convergente, ele deve ser consistente. Assim, para garantir a convergéncia, é essencial assegurar que
um método numérico seja tanto consistente quanto estavel.
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Capitulo 4

Derivados Financeiros

Os derivados financeiros sao instrumentos cujo valor é baseado ou derivado do valor de um activo
subjacente. Este activo pode ser uma ac¢ao, uma moeda, um titulo, uma mercadoria, um indice de
mercado, entre outros. A principal fungao dos derivados financeiros é garantir protecgao contra o
risco de flutuagao do valor de um activo, permitindo a realizagao de operacoes de cobertura. Neste
contexto, os derivados financeiros oferecem as entidades a oportunidade de reduzir os seus riscos,
transferindo-os para uma contraparte (banco ou especulador) disposta a assumi-los.

Para além disso, podem ser utilizados para especulacao, quando se assumem riscos com o objectivo
de obter ganhos no mercado, por meio da compra e venda de contratos, visando lucrar com a diferenca
entre os pregos de compra e de venda. Neste caso, o especulador nao tem interesse no activo em si,
mas procura obter lucro explorando imperfei¢oes do mercado, que podem atribuir precos distintos
ao mesmo produto. Assim, ao assumir o risco, o especulador viabiliza a outra ponta da operacao de
cobertura, fornecendo liquidez ao mercado e facilitando a arbitragem [15].

Em seguida, definimos alguns conceitos que serao utilizados ao longo da nossa monografia, sendo
que a maior parte deles foi extraida dos seguintes manuais: [11], [9] e [15].

Definicao 4.1 (Titulo ou Obrigacdo) E o reconhecimento formal, por escrito, de uma divida,
pelo qual uma das partes promete pagar certa importdancia, em determinada data futura, e mais juros,
em datas pré-fivadas, até o vencimento.

Definicao 4.2 (Ativo Financeiro): E qualquer titulo representativo de uma parte patrimonial
ou de uma divida. Exemplos: titulos da divida piublica, contratos derivativos, acgoes.

Definicao 4.3 (Ativo-objeto): E o bem ou mercadoria que se esta negociando;

Defini¢ao 4.4 (Agao): E o wvalor mobilidrio emitido pelas companhias e representativos de
parcela do capital, ou seja, € o documento que indica ser o possuidor ou proprietdrio de certa fracgdo
de determinada empresa. As accoes representam a menor fracao do capital social em partes iguais.
O wnwvestidor torna-se, portanto sécio da empresa da qual adquiriu acg¢oes e 0s poderes a ele atribuidos
sao limitados pelo tipo de acgoes que comprou e também pela quantidade de acgoes que possus.

Definicao 4.5 (Titular): E o comprador da opcio, aquele que adquire os direitos de comprar
ou de vender a opcao.

Defini¢ao 4.6 (Lancador): E o vendedor da opcdo, aquele que cede os direitos ao titular,
assumindo a obrigacao de comprar ou de vender o objeto da opgao.

Definicdo 4.7 (Prego do Ativo-objeto : E o valor de mercado de um activo especifico que ¢
objeto de uma transacao ou andlise financeira.
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Definicao 4.8. Prémio: & o valor pago pelo titular ao langador da opc¢ao para ter direito de
comprar ou de vender o objeto da opcao;

Defini¢ao 4.9. Preco de exercicio (Strike k): O preco pelo qual o ativo objeto poderé ser
comprado ou vendido pelo titular.

Definicao 4.10 (Vencimento): E a data em que cessa o direito do titular, ou seja, E data a
partir da qual a opcao deixa de existir.

4.1 Ambientes de negociacao

De acordo com [9] a negociagao dos instrumentos financeiros geralmente é feito em dois ambientes
distintos que sao:

4.1.1 Mercado de Bolsas

Os Mercados de bolsas Sao instituicoes onde os participantes se reiinem para negociar contra-
tos previamente padronizados. Com o avanco tecnolégico e a evolucao dos meios de comunicacao,
a negociagao vem dando espaco para a negociagao eletronica. Nesse ambiente, as transagoes sao
realizadas por meio de um sistema que promove o encontro dos negociadores, permitindo que estes
manifestem seus interesses e condi¢oes para negociar determinado contrato.

Entre os principais produtos negociaveis em bolsas, destacam-se as agoes, que representam fracoes
do capital social de empresas e oferecem aos investidores a possibilidade de participar nos lucros por
meio de dividendos. Os Titulos ptblicos, como os do Tesouro Direto, proporcionam uma alternativa
segura de investimento, enquanto os derivativos, como contratos futuros e op¢oes, permitem tanto a
protecao contra riscos quanto a especulacao em relacao a ativos subjacentes.

Os ETFs (Fundos de Indice) oferecem diversificacdo instantanea ao replicar a performance de
indices, e as commodities, como petréleo e ouro, sao negociadas por meio de contratos futuros,
sendo influenciadas por fatores globais. Essa variedade de produtos, aliada a agilidade da negociagao
eletronica, torna os mercados de bolsas uma plataforma atractiva e dindmica para investidores de
diferentes perfis. [10].

4.1.2 Mercado de balcao

O mercado de balcao é composto por uma rede de operadores em diversas instituigoes, interligados
por telefone ou computador. Os negocios sao fechados por meio de ligagoes telefonicas ou chats, cujas
conversas sao geralmente gravadas para garantir seguranca as partes. As negociagoes nesse ambiente
normalmente envolvem montantes maiores do que os observados no mercado de bolsa. O ativo objeto
dessas negociagoes, na maioria dos casos, ¢ um contrato listado em bolsa, mas a transagao ocorre
no mercado de balcao por envolver formadores de mercado ou grandes players que nao encontrariam
liquidez suficiente no mercado padrao para absorver suas ordens. Apds o fechamento do negocio, as
partes registram a operagao na bolsa, que passa a ser responsavel por sua liquidagao. No entanto, esse
tipo de mercado também permite a negociagao de instrumentos nao listados, criados exclusivamente
para atender & demanda de dois participantes.

Como exemplo, podemos considerar um contrato de negociagao futura de um ativo para liquida-
¢ao em uma data nao disponivel nos contratos negociados em bolsa. Essa é a principal vantagem
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do mercado de balcao: a flexibilidade para atender necessidades especificas dos participantes. A
desvantagem, no entanto, é o maior risco de crédito, pois, nesses casos, como o contrato é bilateral
e nao exige, a principio, o dep6sito de garantias pelas partes, ha uma maior probabilidade de uma
das partes nao conseguir honrar o compromisso.

Nesse mercado, investidores podem negociar uma variedade de produtos, como por exemplo
accoes de empresas menores, titulos de divida corporativa, derivativos, como opgoes e swaps, além
de moedas no mercado de cambio [10].

4.2 Participantes do mercado de derivativos

Segundo [13], os participantes do mercado de derivativos podem ser divididos em dois segmentos:
investidores e institui¢des. O grupo dos investidores é composto por operagoes de cobertura, espe-
culadores e arbitradores. Ja o segmento institucional é representado pela clearing house da Bolsa de
Mercados e Futuros, responsavel pela compensacao e liquidacao das operagoes.

4.2.1 Hedgers

O termo operacao de cobertura refere-se a uma posi¢ao em um instrumento financeiro ou ativo
com o objetivo de reduzir perdas potenciais de um investimento. Os operagoes de cobertura recorrem
ao mercado de derivativos para estruturar operacoes que minimizem os riscos a que estao expostos
devido as flutuagoes de variaveis como pregos, taxas de cambio e juros. Como exemplo de cobertura,
podemos citar empresas que possuem faturamento em moeda local, mas tém despesas em dolar,
ficando expostas ao risco de oscilagoes desfavoraveis na taxa de cambio; agricultores sujeitos a variagao
dos precos de sua producao; e gestores de carteiras que precisam limitar o risco de seus investimentos.

Um exemplo classico de cobertura ¢ a compra de puts para proteger carteiras de activos. Nesse
caso, a aquisicao da opc¢ao garante o direito de vender a carteira por um pre¢o minimo, limitando a
perda maxima que pode ser enfrentada caso o mercado passe por um periodo de turbuléncia.

4.2.2 Especuladores

Especuladores sao investidores que buscam lucrar com a compra e venda de ativos financeiros,
como acgoes, commodities, moedas e derivativos, baseando-se em expectativas sobre a movimentac¢ao
futura dos precos.

Os especuladores recorrem ao mercado de derivativos para assumir uma posi¢ao no mercado, que
pode visar a valorizacao ou desvalorizagao do activo, ou ainda ao grau de oscilacao de seus precos.
A escolha por operar via derivativos pode ter diversas razoes, entre elas: a busca por alavancagem
da posicao, a falta de um mercado liquido para o activo objecto e a impossibilidade de montar
determinada posicao no mercado a vista devido a restrigoes regulatorias no ambiente em que o
activo é negociado.

4.2.3 Arbitradores

Arbitragem € a prdtica de tirar proveito das discrepdncias nos pregos de um activo negociado em
mais de um mercado, entre um activo e seu derivativo ou entre dois activos/derivativos que possuam
uma relagao intrinseca.
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Por meio de transagoes realizadas em dois ou mais mercados, é possivel obter ganhos com pequeno
ou nenhum risco, aproveitando distor¢oes momentaneas na relagao entre os precos desses instrumen-
tos. Quando o preco de um contrato futuro esta abaixo ou acima do preco do activo objeto no
mercado & vista, ajustado a valor futuro, surge uma oportunidade de obter um ganho livre de risco
por meio da execucao de operagoes em ambos os mercados, conforme exposto acima.

4.3 Principais instrumentos derivativos

O mercado de derivativos oferece diversos instrumentos financeiros para investidores e empresas.
Dessa forma, podem ser destacados quatro tipos principais de derivativos, que variam de acordo com
as caracteristicas do contrato em questao: contratos a termo, contratos futuros, opgoes e swaps.

4.3.1 Contratos a termo

Um contrato a termo € um acordo de compra ou venda de um activo a um determinado preco em
uma data futura. Uma das partes envolvidas na negociagdo assume a posi¢ao comprada, comprometendo-
se a adquirtr o activo objecto pelo prego acordado na data futura, enquanto a outra parte assume a
posi¢ao vendida, comprometendo-se a vendé-lo pelo mesmo preco na mesma data [9]. Esse tipo de
contrato € negociado no mercado de balcao.

Ao comprar uma ac¢ao a termo, o investidor precisard desembolsar o valor apenas no futuro,
sendo necessario apenas depositar um percentual do valor do contrato como garantia. Dessa forma,
cria-se uma possibilidade de alavancagem, pois é possivel adquirir um volume financeiro maior do
que o disponivel no presente.

O resultado de uma operagao de compra de um contrato a termo pode ser expresso pela seguinte
equacao:

Onde:
K Preco estabelecido no contrato.

Si: Preco do activo objeto no mercado a vista na data de vencimento do contrato.

O grafico dessa equacao evidencia a relacao direta entre o resultado da operacao e o prego no
mercado & vista.

4 Resuliado

or

Figura 4.1: Resultado de posicao comprada a termo.
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Como pode ser observado, quanto maior for o preco do activo objecto em relagao ao prego estabelecido
no contrato na data de liquidagao, maior serda o ganho obtido pelo comprador.

De forma analoga, uma operacao de venda a termo pode ser representada pela equacgao abaixo.

Onde:

k: Preco estabelecido no contrato

Si: Preco do ativo objecto no mercado a vista na data de vencimento do contrato.

O grafico da equagao (4.2) abaixo mostra a relagao entre resultado da operagao e o prego no
mercado a vista na venda de uma opcao de venda.

4 FResultado

or

Figura 4.2: Resultado de posicao venda a termo.

Em um mercado equilibrado, o preco a termo de um determinado activo deve corresponder ao
seu prego a vista levado a valor futuro pela taxa de juros do periodo. Caso isso nao ocorra e o
preco a termo do activo objecto seja inferior ao seu preco a vista ajustado pela taxa de juros, sera
possivel obter financiamento a um custo abaixo da taxa de mercado por meio da compra do activo a
termo. Nesse caso, o investidor vende o activo no presente, recebendo o valor negociado no mercado
a vista, e simultaneamente adquire o mesmo activo a termo. Essa operacao resulta em um fluxo de
caixa de renda fixa, porém com um montante de juros pagos inferior ao que seria obtido por meio de
instrumentos convencionais.

Portanto, se o prego a termo divergir do preco a vista ajustado a valor futuro, surgird uma
oportunidade de ganhos sem risco por meio de uma operacao que arbitra as taxas praticadas nos
dois mercados. Em um ambiente de mercado com simetria de informacao, tais oportunidades nao
persistirao por muito tempo, levando o prego a termo a gravitar em torno de seu valor justo.

4.3.2 Contratos futuros

Um contrato futuro € um acordo entre duas partes para comprar ou vender um activo por um
determinado preco em uma data futura [9] e é negociado no mercado de bolsa.

Os contratos a termo e os contratos futuros possuem a mesma definicao, porém apresentam as
seguintes diferencas: os contratos futuros sao negociados em bolsa e padronizados pela préopria ins-
tituicao, ou seja, a bolsa define caracteristicas como os vencimentos disponiveis e o lote minimo de
negociagao. Por outro lado, os contratos a termo nao sao negociados em bolsa e nao seguem um
padrao predefinido para os ativos subjacentes [9].
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Outra caracteristica peculiar dos contratos futuros sao os ajustes diarios de ganhos ou perdas.
A bolsa determina, diariamente, um valor chamado preco de ajuste, geralmente calculado com base
na observacao dos precos praticados no mercado ao longo do dia. Apos a apuracao do preco de
ajuste, as posi¢oes em aberto sao ajustadas: aqueles que compraram a um preco inferior ao preco de
ajuste recebem um crédito correspondente a diferenga, enquanto aqueles que compraram a um prego
superior arcam com o débito dessa diferenca. O mesmo mecanismo se aplica, de forma anéloga, as
posicoes vendidas [15].

Supondo-se que alguém adquira um contrato na data ¢, sendo o valor do contrato F'(¢); no dia
seguinte, o valor passa a F(t + 1). Caso a diferenga F(t + 1) — F(t) seja positiva, o comprador
recebera o valor dessa diferenca; sendo negativa, o montante sera pago ao vendedor.

Seguidamente, seriam computados F'(t+2), F(t+3), F(t+4), etc. Do mesmo modo, calcular-se-
iam as diferencas F'(t+2)— F(t+1), F(t+3)— F(t+2), e assim sucessivamente, havendo pagamentos
e recebimentos conforme os sinais dessas diferencas.

No dltimo dia, a diferenga seria computada entre o valor de mercado do activo S(t) e o valor
obtido no dia anterior, ou seja, S(t) — F'(t — 1).

A soma geral dos ganhos e perdas assumiria a expressao:

S(t)—F(t—1)+F(t—1)—F({t—2)+ - -+ F({t+3)—F(t+2)+F(t+2)—F(t+ 1)+ F(t+1)—F(t) = S(t)—F(t)
(4.3)
Consideremos o seguinte exemplo: se o preco do contrato futuro hoje for de 20,00 MT e, amanha,
o preco for de 22,00 MT, entao a conta sera creditada em 2,00 MT. Se, no entanto, o preco amanha
for de 19,00 M T, entao a conta sera debitada em 1,00 MT [14].

4.3.3 Swaps

Sequndo [16], o swap é um contrato derivativo por meio do qual dois individuos trocam fluzos
financeiros futuros, por um determinado periodo, inderados a um indice de reajuste especifico. O
contrato de swap pode ter como objecto moedas, commodities ou activos financeiros.

O swap ¢é estabelecido por um periodo determinado e, ao atingir o vencimento, ocorre um acerto
de contas entre as partes contratantes. Apesar de consistir na troca de indicadores, e ndao em um
instrumento financeiro tnico, o swap é amplamente utilizado como estratégia de protecao em diversas
situagoes, tanto por investidores individuais quanto por empresas.

4.3.3.1 Tipos de swaps

De acordo com [9], podemos encontrar os seguintes tipos de swaps no mercado de derivados
financeiros:

1. Swaps de taxa de juros

Em um swap de taxas de juros, uma empresa concorda em pagar a outra fluxos de caixa iguais
aos juros, a uma taxa fixa predeterminada, sobre um principal nocional por um niimero de anos
também predeterminado. Em troca, ela recebe da outra empresa juros a uma taxa flutuante
sobre o mesmo principal nocional e pelo mesmo periodo de tempo.

Um swap de taxas de juros vale quase zero quando é iniciado. Apoés algum tempo, seu valor
pode se tornar positivo ou negativo.
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Os pagamentos de principal nao sao trocados em um swap de taxas de juros. Contudo, podemos
pressupor que os pagamentos de principal sao recebidos e pagos ao final do swap sem alteragao
de seu valor. No processo, descobrimos que, do ponto de vista do pagador da taxa flutuante,
um swap pode ser considerado uma posi¢ao comprada em um titulo de taxa fixa e uma posigao
vendida em um titulo de taxa flutuante, de modo que:

szap = Bfi:ca + Bflutucmte (44)

onde Viyqp € 0 valor do swap, B fiutuante € 0 valor do titulo de taxa flutuante (correspondente aos
pagamentos realizados) e By, € 0 valor do titulo de taxa fixa (correspondente aos pagamentos
recebidos). Da mesma forma, do ponto de vista do pagador de taxa fixa, um swap é uma
posicao comprada em um titulo de taxa flutuante e uma posicao vendida em um titulo de taxa
fixa, de modo que o valor do swap é:

V:swap = Bflutuante - Bfia:a (45)

. Swaps de commodities Swaps

Os swaps de commodities sao basicamente uma série de contratos a termo sobre uma commodity
com diferentes datas de maturidade e os mesmos pregos de entrega. Um swap de commodities
funciona muito semelhante a um swap de taxa de juros. Vou dar um exemplo para facilitar a
explicacao:

Temos uma troca de 2 anos sobre ouro. Essa transacao ¢ uma troca de dinheiro com base
no prego do ouro (X nao entrega ao ouro Y). O swap é responséavel por compensar diferengas
no prego variavel (mercado) e no prego estabelecido (fixo) no contrato.Portanto, no caso de o
preco do ouro cair abaixo do preco fixo, Y pagaria X a diferenga. Caso contréario, se o preco
subir, X pagara Y o valor da diferenca.

. Swaps na taxa de cambio

Outro tipo popular de swap é conhecido como swap de moeda fixa por fixa (cambio). Ele envolve
trocar os pagamentos de principal e juros a uma taxa fixa em uma moeda pelos pagamentos de
principal e juros a uma taxa fixa em outra moeda. Um contrato de swap de moeda exige que o
principal seja especificado em ambas as moedas. Os montantes do principal normalmente sao
trocados no inicio e ao final da vida do swap. Normalmente, os principais sao escolhidos para
serem aproximadamente equivalentes usando a taxa de caAmbio no inicio do swap. Quando sao
trocados no final da vida do swap, seus valores podem ser bastante diferentes.

Se definirmos Ve, como o valor em dolares americanos de um swap em circulagao no qual
dolares sao recebidos e uma moeda estrangeira é paga, entao:

‘/swap - BD - SOBF (46>

onde Bp é o valor, mensurado na moeda estrangeira, do titulo definido pelos fluxos de caixa
estrangeiros sobre o swap e Bp é o valor do titulo definido pelos fluxos de caixa nacionais sobre
o swap, e Sy é a taxa de cambio a vista (expressa como numero de délares por unidade de
moeda estrangeira). O valor de um swap pode, assim, ser determinado a partir de taxas de
juros nas duas moedas e a taxa de cambio a vista. Da mesma forma, o valor de um swap no
qual a moeda estrangeira é recebida e os doélares sao pagos é:

V:swap = SOBF - BD (47)
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4. Swaps de crédito

Um swap de crédito , também conhecido como CDS (Credit Default Swap), é um contrato de
swap de um determinado instrumento de crédito no qual o comprador paga periodicamente ao
vendedor e, em troca, o vendedor paga uma quantia em dinheiro, caso o instrumento do crédito
nao é pago no vencimento ou a entidade incorre em suspensao de pagamentos.

4.3.4 Opcoes

Uma opgao, tal como definida por [11], é um contrato que dd ao seu proprietdrio, chamado titular
ou comprador, o direito de comprar ou vender, a um pre¢o fito chamado prego de exercicio K, um
activo subjacente especificado, como uma ac¢do, um indice ou uma moeda estrangeira, a qualquer
momento antes ou apenas em uma data especifica, chamada de vencimento ou data de vencimento.

A principal diferenca entre o contrato de opcao e os demais contratos é que, no contrato de opcao,
o titular nao tem a obrigacao de exercer seu direito; ele apenas o fara se for favoravel. No entanto, ha
um custo para se adquirir uma opgao, ao passo que nao existem custos para se tomar uma posicao
em um contrato a termo ou em um contrato futuro.

4.3.5 Classificacao das opcgoes

De acordo com [28] as opgdes podem ser classificadas quanto a finalidade e o instante da sua
execucao.

4.3.5.1 Classificagao das opgoes quanto a finalidade:

1. Opgoes de compra (Call Option): Concedem ao comprador da op¢ao o direito (ndo uma
obrigagao) de comprar um determinado activo em uma data futura, acordada na negociagao
do contrato, por um preco pré-determinado, também definido no instante da negociagao. Por
esse direito, o adquirente da opgao de compra paga ao vendedor da opcao, chamado langador,
uma comissao denominada prémio, que sera perdida se o comprador nao exercer a opcao até a
data combinada. Portanto, o adquirente de uma opg¢ao de compra especula, esperando que o
prego do ativo suba dentro do periodo especificado.

Exemplo: Suponhamos que um negociante pretenda adquirir um contrato de opgao de compra
europeia de 100 accoes da IBM, cujo preco de exercicio é de 60 por accao e cuja data de matu-
ridade ocorre dentro de quatro (4) meses. Suponhamos ainda que o prémio da op¢ao seja de 5
por acc¢ao, ou seja, o comprador devera pagar 500 no total. Consideremos que o prego corrente
da acgao (prego de mercado) seja de 58.

Se, na data de maturidade, o preco da accao for inferior a 60, é evidente que o comprador nao
exercerd a opgao, pois nao faria sentido adquirir uma acc¢ao por 60 quando esta vale menos no
mercado. Nestas circunstancias, o comprador perde todo o investimento inicial de 500.

Por outro lado, se na data de maturidade o prego da acgao for superior a 60, o comprador exer-
cerd a opc¢ao. Suponhamos, por exemplo, que o preco da accao seja de 75 na maturidade. Ao
exercer a op¢ao, o comprador adquirira 100 acgoes a 60 cada. Caso estas sejam imediatamente
vendidas ao prego de mercado, obterd um ganho de 15 por acgao, ou seja, 1.500 (ignorando-se
os custos de transacgao). Tendo em consideragao o custo inicial da opgao (500), o lucro liquido
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do comprador sera de 10 por acgao, ou seja, 1.000.

Consideremos agora a situagao em que o prego da acc¢ao, na maturidade, seja de 63. Neste caso,
o comprador também exercerd a opg¢ao, ainda que o lucro liquido seja de apenas 3 por accao,
ou seja, 300. Mesmo assim, é preferivel perder 200 em relagao ao valor potencial méximo do
lucro (1.000), do que perder os 500 pagos inicialmente, caso a opgao nao fosse exercida [9].

A Figura 4.3 apresenta o payoff da opgdo de compra europeia no seu vencimento, sendo que
5 é o prémio pago pelo comprador para adquirir o direito de compra. Observa-se, a partir da
figura, que & medida que o activo subjacente se valoriza, o titular da opgao reduz o prejuizo
inicial e passa a gerar lucro.
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Figura 4.3: Resultado da compra de uma opcao europeia em uma agao da Microsoft, o preco da
opgao ¢ de bmts e o prego de exercicio é de 60mts [9]

2. Opgoes de venda (Put Option): Concedem ao detentor o direito de vender um determinado
activo por um preco e em uma data futura pré-estabelecidos. O vendedor da opc¢ao assume
a obrigacao de comprar o activo nas condig¢oes estabelecidas no contrato, caso o detentor da
opgao a execute. Os adquirentes de opgoes de venda apostam na queda do prego do ativo
subjacente.

Exemplo: Consideremos um negociante que pretenda adquirir um contrato de op¢ao de venda
europeia de 100 acgoes da IBM, cujo preco de exercicio é de 70MTs. Ou seja, o comprador
adquire o direito de vender 100 ac¢des da IBM por 70MTs cada. Suponhamos que o preco cor-
rente da acgao seja de 66MTs, a data de maturidade ocorra em trés meses, e o prémio (prego
da opgao) seja de TMTs por acgdo, totalizando um investimento inicial de 700MTs.

Se, na data de maturidade, o preco da accao for inferior a 70MTs, o comprador exercera a
opgao. Suponhamos, por exemplo, que o pre¢o da acc¢ao seja de 50MTs na maturidade. Ao
exercer a opcao, o comprador podera adquirir 100 acgoes no mercado por 50MTs cada e, ao
abrigo do contrato da opcao de venda, revendé-las por 70MTs cada, obtendo um ganho bruto
de 20MTs por acgao, ou seja, 2.000,00MTs (ignorando custos de transacgao).

Considerando o custo inicial da opgao (700MTs), o lucro liquido serda de 13MTs por acgao,
totalizando 1.300,00MTs.
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Por outro lado, se o preco da accao for superior a 70MTs na maturidade, o comprador nao
exercera a opcao, uma vez que esta nao tera valor intrinseco — ninguém venderia por 70MTs
algo que vale mais no mercado. Nesse cenario, o comprador perde o montante total pago pelo
prémio, ou seja, TMTs por acgao, correspondentes a uma perda total de 700MTs [9].

A Figura 4.4 ilustra o payoff da opcao de venda europeia no vencimento. Observa-se que o
resultado comega positivo, com o recebimento do prémio, e vai-se transformando em prejuizo
a medida que o activo subjacente ultrapassa o prego de exercicio da opcao langada. O lucro
méximo da operagao corresponde ao valor do prémio recebido, enquanto o prejuizo maximo
poderé ser tao elevado quanto o valor de mercado do activo no momento do exercicio, caso o
lancador da opgao tenha de entregar as accgoes.
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Figura 4.4: Resultado na venda de uma opc¢ao europeia em uma agao da IBM, sendo que o preco da
opcao é de 7Tmts e o preco de exercicio é de 90mts.

4.3.5.2 Posicao em opcgoes

De acordo com [9], todo contrato de opgao tem dois lados. Um lado é o do investidor que assumiu
a posigao comprada (ou seja, adquiriu a opgao). O outro lado é o do investidor que assumiu a posigao
short ou vendida (ou seja, vendeu ou langou a op¢ao). O langador de uma op¢ao recebe caixa a vista,
mas tem um passivo potencial no futuro. O lucro ou perda do lancador é o contrario daquele do
comprador da opgao.

Existem quatro tipos de posicoes em opcoes que sao:
e Uma posi¢cao comprada em uma opg¢ao de compra.
e Uma posicao comprada em uma opg¢ao de venda.
e Uma posicao vendida em uma opcao de compra.

e Uma posicao vendida em uma opcao de venda.

Se K é o prego de exercicio e St € o preco final do ativo subjacente, o resultado de uma posicao
comprada em uma opg¢ao de compra europeia é:

max (S; — k,0)
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Isso reflete o fato de que a opgao sera exercida se S; > K e nao serd exercido se S; < K. O
resultado para o detentor de uma posicao vendida na opc¢ao de compra europeia sera dado por

max (St — k’, O) = min (k — St, O)

O resultado para o titular de uma posicdo comprada em uma opc¢ao de venda europeia é dada
por
max (k — S, 0)

resultado de uma posicao vendida em uma opcao de venda europeia é
max (k — S;,0) = min (S; — K, 0)

As figuras abaixo mostram os resultados obtidos pelos detentores das posi¢oes compradas e ven-
didas das opgoes europeias de compra e venda.

Payoaft Payaft

Figura 4.5: A figura (a) corresponde a posigao cumprida de compra, (b) corresponde a posigao curta
de compra, (c) corresponde a posigao cumprida de venda e (d) corresponde a posi¢ao curta de venda.
K ¢é o preco de exercicio e Sy é preco da acao na data de vencimento.

4.3.6 Classificagao das opgoes quanto a relacao entre o preco de exercicio
e o preco atual

As opgoes podem ser classificadas de trés formas de acordo com a relagao entre o strike da opgao
e a cotagao atual do activo-objecto [9] e a classificagao da opgao impacta diretamente na formagao
de seu preco.

e No dinheiro” (in the money):

No caso de uma opcao de compra, se o preco da accao for maior que o preco de exercicio, isto
é, S(t) > K, diremos que a opgao esta dentro do dinheiro (in the money). Para o caso de uma

opgao de venda, diremos o mesmo quando o prego de exercicio for maior que o preco da accao,
isto é, K > S(t).

Exemplo: A acgao da Cahora Bassa de Mogambique esté a ser avaliada em 45mts e vocé possui
uma opgao de compra com preco de exercicio K = 40 mts, entao valeria a pena exercer o seu
direito. No entanto, para uma opcao de venda, esta nao estaria dentro do dinheiro, pois o preco

de exercicio é inferior ao prego da ac¢ao na data do seu vencimento, e assim estaria a perder
ao vender a op¢ao.
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e No Preco” (at the money):

Quando o prego da agdo e o prego de exercicio sao iguais, S(t) = K, dizemos que a opgao estéa
no dinheiro, isto é, no caso de uma opcao de compra. No caso de uma opgao de venda, dizemos
que a op¢ao esté no dinheiro se K = S(t). Esse tipo de opgoes traz mais incertezas e, portanto,
geralmente sao as mais negociadas no mercado devido a alta liquidez, além de apresentarem
um prémio de risco elevado.

e Fora do dinheiro” (out of the money):

Uma opgao de compra sobre agoes esta fora do dinheiro quando o preco de exercicio é maior
que a cotagao da agao, isto é, S(t) < K, e, desta forma, nao valeria a pena exercer a opgao.
No entanto, para uma opgao de venda sobre agdes, estara fora do dinheiro se K < S(t).

Exemplo: A agao da Cahora Bassa de Mogambique estéd sendo avaliada em 45 mts e vocé
possui uma opcao de compra com preco de exercicio de 50 mts. Neste caso, ela nao possui
valor intrinseco (ndo hé ganhos), e seu valor reflete apenas a possibilidade da agao vir a subir
antes da data de exercicio. O mesmo nao acontece para a opc¢ao de venda, pois o preco de
exercicio esta acima do prego da acao na data de vencimento.

4.3.7 Classificacao das opcgoes quanto ao instante de execucao:

De acordo com [9] as opgdes quanto ao instante de execugdo podem ser classificadas em trés
categorias principais: opgoes europeias, americanas e exoticas. Cada uma dessas classificagoes possui
caracteristicas distintas que impactam diretamente a forma como os investidores e traders abordam
suas estratégias de negociagao e avaliacgao.

1. Opcao Europeia:

A opgao europeia é um tipo de contrato financeiro que permite ao titular exercer seu direito
de compra ou venda de um activo subjacente somente na data de vencimento, e nao antes.
Esse tipo de opcao é considerado mais simples em comparagao com as opgoes americanas,
que podem ser exercidas a qualquer momento antes do vencimento. As opg¢oes europeias sao
frequentemente referidas como "opc¢oes do tipo Vanilla"devido & sua estrutura bésica e clara,
que nao possui caracteristicas adicionais ou complexidades. Essa simplicidade torna as opgoes
europeias uma escolha popular entre os investidores que buscam uma abordagem direta para
a negociagao de opgoes.

2. Opcao Americana:

A opc¢ao americana é um tipo de contrato financeiro que concede ao titular o direito de exercer
a opcao a qualquer momento apds a sua aquisicao até a data de vencimento. Isso significa
que o comprador pode optar por exercer a opgao a qualquer momento, proporcionando maior
flexibilidade em comparacao com as opgoes europeias.

3. Opoes Exoticas:

As opgoes exoéticas sao contratos financeiros que possuem caracteristicas e estruturas mais
complexas do que as opg¢oes padrao (como as opgoes americanas e europeias). Elas podem
ter diferentes condigoes de exercicio, pagamento e caracteristicas de liquidagao, o que as torna
mais personalizaveis e adaptaveis as necessidades especificas dos investidores. Como exemplo
deste tipo de opgoes podemos citar as opcoes asiatica, opgoes bermudas, etc.

A compreensao dessas classificacoes é essencial para investidores e traders, pois elas influenciam
nao apenas as decisoes de compra e venda, mas também a avaliagao do risco e o potencial de re-
torno de diferentes activos financeiros. A escolha entre esses tipos de opcoes pode ter um impacto
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significativo na performance do portfélio, tornando essa analise uma parte critica da estratégia de
investimento.

O quadro a seguir apresenta o resumo das principais diferencas entre os contratos a termo, con-
tratos futuros, opcoes e Swaps.

Termo Futuro Opcoes Swaps

Negociacao Entre as partes Bolsa Bolsa/Balcao Balcao
Contrato Nao Padronizado Padronizado Padronizado A combinar
Vencimento Data especifica Vérias datas Data especifica A combinar

Liquidagao Vencimento Diaria Diéria/Vencimento Final
Exercicio | Até ao vencimento | Antes do vencimento | Até o vencimento | Vencimento

Tabela 1. Principais diferencas entre contratos a termo, contratos futuros, opgoes e Swaps.

4.4 Precificagao de Derivados

4.4.1 Introducao a precificacao de derivados

Modelo de precificagao é um conjunto de equagoes matemdticas que visam calcular o preco
Justo de um instrumento financeiro em determinado cendrio [19].

Existem varios métodos de precificagao de derivados, para o casos das opgoes temos o modelo
Binomial citado por [20] e modelo de Black e Scholes citado por [20] e [21].

O modelo binomial de precificacao de opgoes, € um método de avaliagao de opgoes desenvolvido
em 1979 por [29], este modelo usa um procedimento interativo,e baseado em arvores de decisao,
binomiais ou recombinantes e permite a especificacao de nés ou pontos no tempo, durante o periodo
entre a data de avaliacao e a data de vencimento da opcao.

O modelo de Black e Scholes foi elaborado pelos cientistas Fisher Black e Myron Scholes no final
da década de 1960. Este modelo consiste em um conjunto de equagoes matematicas avancadas e
uma série de variaveis, como os precos atuais das acgoes, preco de exercicio da opcao, dividendos
esperados, taxas de juros projetadas, tempo de expiracao e volatilidade esperada para descrever a
dindmica do preco teérico do activo subjacente a uma opcao .

4.4.2 Factores que afetam o preco de uma opcao.

De acordo com [9] o pre¢o de uma op¢ao de compra deve respeitar a fun¢do abaixo em seu
vencimento:

V(S,t) = max(S — K,0) (4.8)
Onde:
V= Prec¢o da opcao;
S= Prego do ativo objecto;

T= Momento t;
K= Preco de exercicio da opcao.
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Os trés factores mais importantes que afectam o preco de uma op¢ao sao o prego do activo objecto,
o tempo para o vencimento do contrato e a volatilidade do activo objecto que é uma medida do “grau
de flutuacao” de seu preco e é particularmente interessante por conta da dificuldade de ser estimada.
Os outros factores que afectam o preco do contrato sao o seu preco de exercicio e a taxa de juros
livre de risco praticada no mercado durante a vida da opcao.

A forma pela qual os factores citados acima impactam o prego das op¢oes sao:

Preco de exercicio (K): Para uma call, espera-se que, & medida que o prego de exercicio sobe,
diminua a probabilidade de que a opc¢ao termine com o preco de exercicio inferior e, portanto, seja
exercida. Por isso, qualquer pessoa que deseje comprar uma call preferira pagar menos por uma opgao
com um preco de exercicio mais alto. No caso de uma put, um preco de exercicio maior aumenta as
chances de exercicio, elevando o preco da opg¢ao.

Preco do activo objecto (S): Para uma call, & medida que o prego do activo objecto sobe,
aumenta a probabilidade de exercicio e, consequentemente, eleva-se o pre¢o da opc¢ao. No caso de
uma put, por analogia, um aumento no preco do ativo objeto implica em uma redugao no preco da
opcao.

Tempo para o vencimento (T): A passagem do tempo é um factor importante na precifica-
¢ao das opcoes, pois reduz a probabilidade de que oscilacoes favordveis ocorram no prego do activo.
Comparando duas opgoes do estilo americano, verifica-se que o detentor da opg¢ao com prazo mais
longo possui mais direitos do que aquele com um contrato de prazo mais curto. Dessa forma, tanto
para calls quanto para puts americanas, & medida que o tempo passa, o preco da opgao tende a cair.

No caso das calls europeias, operagoes de arbitragem permitem demonstrar que essa relacao se
mantém, conforme exposto por [28]. No entanto, para puts europeias, essa relagdo nao é neces-
sariamente vélida, pois dois efeitos atuam em dire¢des opostas, tornando imprevisivel qual deles
prevalecerd: por um lado, quanto maior o tempo restante até o vencimento da op¢ao, maior a proba-
bilidade de que oscilagoes favordveis ocorram; por outro, o valor presente do lucro potencial obtido

com o exercicio da opc¢ao diminui.

Taxa de juros (r): Quando as taxas de juros aumentam, a taxa de crescimento esperada do
preco das acoes tende a subir, mas o valor presente dos fluxos financeiros futuros decorrentes de um
possivel exercicio se reduz. Ambos os efeitos actuam na mesma direcao em uma put, diminuindo seu
valor. No entanto, em uma call, esses efeitos sao opostos. Ainda assim, é possivel demonstrar, como
faz [28], que o primeiro efeito sempre prevalece sobre o segundo, resultando no aumento do prego da
call quando as taxas de juros sobem.

Volatilidade (0): A volatilidade dos retornos do prego do activo objecto actua de forma seme-
lhante & passagem do tempo. Quanto maior a volatilidade, maior a probabilidade de que a opc¢ao
termine com um valor de exercicio inferior e, portanto, seja exercida. Isso ocorre porque a maior vo-
latilidade amplia o intervalo de variacao possivel para o prego do activo objecto. Dessa forma, quanto
maior a volatilidade, maior a chance de ocorrerem oscilagoes favoraveis, elevando, consequentemente,
o preco das opgoes.
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Capitulo 5

Resolucao da Equacao de Black Scholes Pelo
Método de Crank Nicholcon

Neste capitulo discretizamos a equacao de Black Scholes com os parametros dados pelo método de
Crank Nicholson e verificamos as propriedades de consisténcia, estabilidade e Convergéncia. Ademais
usamos um problema teste para verificar numericamente a precisao do método de Crank Nicholson.

5.1 Problema Modelo

Consideremos a seguinte equacao diferencial parcial definida por:

of of 1, 0 f -

f(S,0) = max(S — k,0),S >0 5
£(0,8) =0, > 0 (5.3
f(S,t) =8 —Ke ™ S = c0,t >0 5.4)
que é uma equacao de Black Scholes sujeita as condicoes iniciais e de fronteira (5.3)-(5.4)),

onde r, o, K, T e S representam respetivamente a taxa de juros, a volatilidade, a taxa de exercicio,
o tempo de vencimento e o prego da opgao.

Para esse estudo iremos considerar os seguintes valores » = 0.1, 0 = 0.4, K =1 e T =1, onde
passamos a ter a seguinte equacao:

of of P f
- 15— . — —0.1 = .
8t(S’t)+O SaS(S,t)—i—OOSS 8S2(S,t) 0.1f(S,t) =0 (5.5)
com as condicoes — transformados para:
f(S,0) = max(S—1,0),5 >0 (5.6)
f(0,)=0,t>0 (5.7)
f(S,t)=8—e " S 5 00,t>0 (5.8)

A equagao (5.1) é amplamente empregada na precificagao de opgoes, particularmente nas opgoes eu-
ropeias, que podem ser exercidas apenas na data de vencimento [9]. Matematicamente, o modelo de
Black-Scholes é uma equagao diferencial com derivadas parciais do segundo grau, classificada como
hiperbdlica [27].
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5.2 Discretizacao do Modelo

Apresentamos a seguir a discretizacao da equagao pelo método de Crank-Nicholcon. O mé-
todo de Crank-Nicholson é escolhido para discretizar a Equacao de Black-Scholes por ser um método
implicito de segunda ordem em espacgo e tempo, o que o torna mais confiavel para avaliagoes finan-
ceiras [27]. Ele permite um tratamento eficiente de condigoes de contorno essenciais na avalia¢ao de
opgoes e a utilizacao de malhas nao uniformes, adaptando-se bem a areas com variacoes bruscas nos
precos.

O primeiro passo para discretizar este problema, é discretizar o dominio continuo em pontos
discretos. O dominio temporal (t) é dado pelo intervalo [0, T| e o dominio em fungao da variavel
espacial (S) que representa o preco, em principio, é dado pelo intervalo [0, 400[, mas substituimos
+o0 por algum ntmero grande S,,,, € desta forma nosso intervalo fica [0, S;,4.]. Agora vamos dividir
o intervalo de tempo em N partes igualmente espacadas e o intervalo do preco em M pecas igualmente
espagadas produzindo uma malha (Figura 5.1) cujos os passos e os nos sao coordenadas formadas
pelo produto cartesiano.

ne
i1 Ll i+ I&t
* ® *
ij-1
FAN

Figura 5.1: Malha Bidimensional

Neste contexto definimos os seguintes incrementos:

AS = S]T;" S =(0,AS8,2AS,..., MAS = Sp.x)
€
T
At = t=(0,At,2At,..., NAt=T)

Denotaremos as extremidades dos intervalos em S por §; = iAS, e em ¢ por t; = jAt, e seguindo
esta notacdo, chamaremos f; ; = f(5;, ;).

Sejam as equagoes das derivadas progressivas e regressivas seguintes:

of F(S t+ AL — £(S, 1)
5 (5.6 = i + O(AD), (5.9)
S8 = A +O(AY), (5.10)

com os erros de truncatura que sao iguais a O(At).

E sejam também as formulas de aproximacao da 1 derivada em funcao de x e da aproximacao
de 2% derivada em funcao a x dadas abaixo:
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of _J(S+AS ) — f(S— A8, 1)

%(S, )~ NG +O(5?) (5.11)
O*f f(S+ AS ) —2f(S,t) + f(S — AS,t)
552 —(5,t) ~ TN + O(5?) (5.12)

com os erros de truncatura que sao iguais a O(AS?).

Substituindo as equagoes (5.10), (5.11)) e (5.12)) na equagao (5.5) obtemos a equagao (b.13]) abaixo,
onde aproximamos a derivada em funcao do tempo pela diferenca regressiva e a derivada em fungao
do espaco pelas diferencas centrais de 1¢ e de 2 ordem respectivamente.

f(S.1) = F(St = At) | [ 1ooaf(S+ASt— At) —2f(S,t — At) + f(S — AS,t — At)
At " 2A5?
+0.0852f(S+AS t) — 2J20(ASS? + V(S —ASt) N <0.1>Sf(S+AS,t - Atl;g(s_ AS t — At)
f(S+ASt)— f(S—AS,t)

+(0.1)S — [0.05£(S,t — At) +0.05f(S,t)] ~ 0 (5.13)

4AS
Considerando a relacao (5.13) apenas nos pontos (5;,1;) e definindo uma aproximacao dos valores
exatos f(S5;,t;) por f/, deduzimos que o método de Crank-Nicolson para a equac@o de Black-Scholes
é dada por

f f] ! fzj+11 - 2]” 1 fz 1 . 2 zj+1 - 2fz] +fij—1
S+ |0.08iAS)? N +0.08(iAS) SAGH
0.1(i fz—‘,—l f 1 1]+1 _ 1]—1 j—1 51
. (ZAS)—4AS +01(AS) == = [0.05//7 +0.05/] =0 (5.14)

o que se pode rescrever da seguinte forma:

At At
— (0162 —0.1) £y + - (1+ (0.166% +0.1)) f/ = —=(0.16° + 0.10) /7, =

4(
At

A A (5.15)
- (0.16% —0.10) £, +7(1—(0 160% +0.1)) £/ + 2 (0.168% + 0.10) £/}

Aqui, os coeﬁcientes que multiplicam fj 15 fj e ;H representam a parte implicita do método, en-

quanto que os fj ff Le f; +11 a parte explicita. Finalmente, podemos reescrever a equacao de
forma simplificada como:

—aifl A =b)f —cfl = afiS + L+ b)) + et (5.16)

com os coeficientes

At
a; = Z(0.16@'2 — 0.14);

At
b = —7(0.16z'2+0.1);

At
ci = Z(0.16@2 + 0.14);
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paraj=1,....nei=1,...,. M — 1.

A discretizagao pelo método de Crank Nicholcon resulta matrizes tridiagonais que podem ser

resolvidas em cada passo de tempo. A equagao (5.16) pode ser expressa na forma matricial abaixo:
AF'! = BF/ + K’ (5.17)
onde A e B sao as seguintes matrizes tridiagonais abaixo.

(1+b o 0 0 0
45 1+ by Ca 0 0
A O 61'3 1 —|— bg C3 0
0 0 0 anpr—1 1+ Z)Mfl CM -1
i 0 0 0 0 apny 1+ bM_
(1-b, —a 0 0 0 ]
—a9 1-— bg —C9 0 0
B 0 —'ag 1 — bg —C3 0
0 0 0 —ap—1 1— bM,1 —CM—1
i 0 0 0 0 —ay 1-— bM_
Vetores fi71, fi e K7:
e o
j-1 1 afy + arfy
2 2 0
j—1 fj
U f=| 7 K/ = :
i fj. j ’ i1
ZJM—_11 f]]\‘/[_Q Levm—1 S efas
LS Ar—1] L/ Ar—1]

A equagao matricial ((5.17)) pode ser resolvida diretamente ou utilizando métodos numéricos, como

decomposicao LU, eliminacao de Gauss ou métodos iterativos, como Gauss-Seidel.
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5.3 Analise de convergéncia do método

Geralmente, para aferir se a solugao numeérica encontrada é aceitavel ou se se aproxima da solugao
real do problema, realiza-se a analise de convergéncia. Esta andlise consiste em verificar se a solugao
numérica converge para a solugao analitica em cada ponto (s,t) do dominio, quando At e As tendem
a zero, mantendo-se os pontos (s, t) fixos, com s = iAs e t = 1At (isto é, quando a malha é refinada).
No entanto, conforme descrito no Capitulo 3, pelo Teorema de Lax, o estudo da convergéncia esta
relacionado com o estudo da consisténcia e da estabilidade. Este teorema garante que, se um esquema
diferencial cumpre as propriedades de consisténcia e estabilidade, entao é convergente.

5.3.1 Consisténcia

A consisténcia procura mostrar quao proxima a equacao discretizada esta da equacao diferencial
parcial original. Para demonstrar a consisténcia de um método numérico, vamos determinar o erro
de truncamento, expandindo os termos f(x;,t;41) e f(x;,t;) pela série de Taylor. Fazendo a diferenca
entre estas expressoes e, ap0s algumas manipula¢oes matematicas, obtemos a ordem do esquema.

Consideremos a expressao do erro de truncamento dada abaixo por:

fi— e B 2 A i =21+ 1L
=<t ' . A . A
+ [0.08(AS) TN + 0.08(1AS) INT ]

f’j;l_fj_f 'j+1_f'j1 i—1 j
Jerl Jrml A(GAS) =2 . J— ) J 1
A T O0LGAS) T = (0057 +0.05]] (5.18)

T,
+[0.1(AS)

para determinar o erro de truncamento vamos expandir os termos f;_1;, fi+14, fi—1,j-1, fij—1 € fit1,-1
em serie de Taylor, em torno do ponto (s;,t;):

sejam as expansoes dos termos fi_1j, fiy1, fi-1,j-1, fij—1 € fiy1,;-1 dadas abaixo:

AZ
fij— :f_Atft+7tFtt+“’ (5.19)
A2
fig =f = Asfot S fas+ o (5.20)
A2
fiJrL]' :f—i_Asfs_'_?sfss_""‘ (521)
1
fifl’jfl = f — Atft — Ast + E[Athtt + 2AtAsFSt + ASQfss] + ... (522)
1
firnjo1=f— Atfi+ Asf, + Q[Mf“ — 2AtAsfy + As fis] + ... (5.23)

substituido-se o termo f; ;_1 pela expansao (5.19) na primeira parte da equacao ([5.18)), obtemos a
seguintes expressao:

fii— fii g — (F = Otfi+ 5L fu + O(A1)?)
At - At

depois de somar os termos iguais e efetuar a simplificacao do At , resulta o seguinte:

(5.24)
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Ji— %ftt + O(At)? (5.25)

consideremos ainda em ([5.18)) o termo seguinte:

_opt il 2ff 4 fi
fz-i—l 2252 + fz— + 0. 08( AS)2 z+1 2Afs2+ fz 1]
0.08(iAS)?

. . . 1 1
iremos evidenciar os fatores == 57— e substituiremos os termos f +1 , fj f] fj e fit+1,; pelas
respetivas expansoes em serie de Taylor, onde teremos:

[0.08(iAS)? (5.26)

0.08(iAS)?
2AS2

1 1
{f — Atfy + Asfs + E[Athtt —2AtAsfy + A52fss] 30 [ AP fiy + 3APAS frro+

—3AtAs2ftss+As3fsss]+0<<At>4+<As>4)] (f R At3f583+0<As>> {f—AtftJr

—ASfS [At2ftt+2AtA3fst+A32fss] ! |: Atgfttt—BAtQASftts—BAtAS2ftSS As f533:| +O((At>

. A? As? _ As* - As®
+(As)4)] - [ P4 Dt S furt S faast O(As) =21 4 ] = As fut = fuut = fsss+O(As)4]

(5.27)
apos as operagoes de soma e subtracao obtemos a seguinte expressao resultante:
0.08(i1AS)?
%SQ)[QASQJZS — AtAS fros + O(AS)* + O(A)Y] (5.28)
depois de simplificar As obtemos a seguinte expressao resultante:
0.08(iAs)?[fss — At fiss) + O((AH)* + (As)?) (5.29)
para o terceiro termo da equacao (5.18)) iremos considerar
[o.mAS)M +0.1(i AS)@] (5.30)
4AS 4AS
para essa expressao evidenciamos o fator %@S) e expandiremos os termos f/,} iy ] z]+1 e fl,

pelas correspondentes expansoes em serie de Taylor:

0.1(iAS)
AAS

1 1
A83f355 + O((At)4 + (A8)4:| — (f — Atft — Ast + 5[At2 + 2AtA8fSt + AS2] 3' |: At fttt_

[f—Atft‘f‘Ast‘f‘%[At2_2AtA3fst+A52] 31, [ AL fur + 3AAs frys — BALAS frost

AZ
—3AL2AS frys — BALAS? g — AS® fogs + O((AL)* + (As)4)} + [f + A fs+ —sts + gfsss + O(As)*—

A2 (At)

(- ar Sn-E oas) >>] (5.31)

que apos as operacgoes de adi¢ao e soma teremos a seguinte expressao resultante:

0.1(AS)

RS | A0S — 28t As fu + AP As fus + %(AS)E‘ Fass + O((AD)* + (As)‘*)] (5.32)
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depois de simplificar As obtemos a seguinte expressao resultante:
~ 1 LNY Lo 4 3
0.1(iAs) | fs — §Atfst + ZAt fues + §A3 fsss + O((At)* + (As)?) (5.33)

e para ultima expressao dada por [0.05 771 4+0.05f/] iremos evidenciar o fator (0.05) e expandir-mos
o termo f/ ~! pela correspondente expansio em serie de Taylor.

0.05[f7 — Atf, + O(At?) + f7] = 0.05[2f7 — Atf, + O(A?)] (5.34)
depois a multiplicagao a expressao ((5.34)) pelo fator (0.05) obtemos a seguinte expressao resultante:

0.1f] — 0.05Atf, + O(At) (5.35)

subtituido todas expressoes resultantes ((5.25)), (5.29), (5.33)) e (5.35)) na expressao do erro de trun-
camento ([5.18)) teremos:

T} = fi- %fﬁ +O(A1)?) +0.08(iAs)*[— fos — %At fuss] + O((A)* + (As)®) +0.1(ibs) [ f, — Atfis |

2
(At)? As

o fus 3—,2f + O((A1)? + (As)®)] — 0.1F7 4+ 0.5ALf, + O(A?)  (5.36)

evidenciado o At e o fator (0.1¢As) e reorganizando a expressao do erro teremos a expressao seguinte:

, 1
T? = f, +0.085%fss + 0.15f, — 0.1f + At {ﬁfﬁ — 0.04(iA5)? frgs — 0.1(1A3)% + O.5ft} +
+ 0.1(iAs) EAthm + %ASQfsss} + O(At)? + (As)? (5.37)

sendo que, f; +0.085%f,, +0.15f, — 0.1f = 0 e ficamos com a seguinte expressao do erro de trunca-
mento:

. 1 1 1
T = —5 At f1e+0.08(iA8)? frs5+0.1(i1As) f15—0.1 ft] +0.1(iAs) [ZAtQ ftts+6A32 f] +O(At)*+(As)?

(5.38)

A primeira expressao dentro de parénteses do erro de truncamento ([5.39)) é a derivada da equagao

de Black Scholes (5.5)) em funcao da variavel t e desta forma também sera igual a 0. E desta forma
a expressao do erro sera:

)

. 1 1
T = 0.1(iAs) {ZAtQ fus + EAs%ss} + O(At)? + (As)? (5.39)

Observe que |3A fy, + $As? fsss} é a parte principal do erro de truncamento, desta forma

podemos verificar que as variaveis de tempo e de espaco sao de ordem 2, daqui podemos concluir que
0 esquema é consistente e é de ordem 2.

5.3.2 Estabilidade

A estabilidade esta inteirmante ligada a questoes de prolongamento dos erros cometidos ao longo
das substitui¢oes das derivadas pelas aproximacoes, ou seja, esta relacionada ao crescimento ou
decaimento dos erros decorrentes das varias operagoes aritméticas associadas com a solugao das
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equagoes algébricas. Segundo [27] um método simples e usual para analisar a estabilidade é o critério
de Von Newmann, neste método, a solugao da equagao de diferencas finitas é expandido em série de
Fourier e o decaimento ou crescimento do fator de amplificacao indica se o método é ou nao estavel
(|€] < 1). Entretanto, esse critério apenas pode ser usado quando a equagao ¢ do tipo linear e com
coeficientes a constantes.

Para uma malha bidimensional, supoe-se que a solugao da equacao (5.5 seja do tipo
for = & (5.40)

onde [ = +/—1.
Como definimos uma malha bidimensional, teremos que considerar os seguintes parametros:
f(sit5) = etie™?!
onde s; = iAs e t; = jAt. Substituindo esses em [5.41], segue

for = EeP0 (5.41)

Vamos supor que (5.41)) seja a solucao da equagao (5.16)), e a partir dai tentamos encontrar 3 que
satisfaca a equacao (|5.16)).

Assim sendo, substituindo (5.41)) na equacao ([5.16)), temos

_aifjelﬁ(ifl)As_i_ (1 _bi>§jelﬁiAs —Cifjelﬁ(i+l)As — aiéjflelﬁ(ifl)As_i_ (1 _i_bi)é-jfleI,BiAs_i_cigjflelﬁ(iJrl)As
Cancelando o termo em comum &/e/?2% | teremos a seguinte expressao:

aié-je—iﬂAs + (1 . bz)fj o Cié-jeiﬂAs — aié-j—le—iﬁAs + (1 + bi)fj_l + Cifj—lei,BAs
Colocando em evidéncia os termos §;_; e §;, ficamos com a seguinte expressao:

& (—aie’iﬁAs +(1—0b;) — cie‘ﬂAs) = ¢l (aiefi'ms +(1+b)+ Ciei*ms)

Organizando a expressao, teremos a seguinte equacgao:
gj (_aie—iBAs + (1 o bz) o CieiBAs) — fj_l (alie—i,BAs + (1 + bz) + CieiBAS)

&
&1
Sendo que, para que o esquema seja estavel, o modulo de € deve ser menor ou igual a 1 para todos
os numeros de onda [3.

=&

Portanto, seja:

a;e P25 4+ (1 4 b;) + c;e!PAs

—a;e”1B8s (1 — b;) — ¢;elPAs

Substituimos os coeficientes a;, b; e ¢; (5.16)) pelos respectivos valores na equagao ([5.42)):

&=

(5.42)

(54(0.1662 — 0.17)) e72% + (1 — £4(0.1642 + 0.1)) + (5L(0.16i% + 0.17)) P4
t t

<= — (& (o 16i2 — 0.1i)) e=%s 4+ (14 £1(0.16i2 4 0.1)) — (51(0.16:2 + 0.1)) €025
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Nesta equacao, desembaracando os parénteses, obtemos a seguinte expressao resultante:

&L 0.16:2e 708 — L. 0. 1ie PR 41 — £L.0.16i> — 5L - 0.1 + §F - 0.166%e"P2% + 8L . 0.13e'PA
— &L 0.16i%e 025 + &L . 0.1ie~FAs 4 14+ &L 0.16i2 + 5L - 0.1 — &L - 0.16i2ei82s — 8L . (. 1jei00s

Colocamos em evidéncia os termos (0.16i%)5%, (0.1)4 e reorganizamos os termos da fragio, obtendo
a seguinte expressao:

(0 16 )% (% —iAs + leiﬁAs o 1) 4 (012)% (_e—i,BAs + ei,BAs) +1— (0 )%
2 1

- | ~(0.162)5 (o5 + Jome — 1) — (0105 (~e- 5 + e8] 1 1+ (0

Sabe-se que as expressoes dentro de parénteses 2(6 AsBL 4 eAsBIy o (—e=AsPl 4 ABI) em ¢ podem

elAsB | g—1AsB )

ser substituidas pelas seguintes identidades trigonométricas (cos Asf = 5

. IAsB _ —IAspB . ~
(sm Asf = %), e deste modo obtemos a seguinte expressao:

0.16i>£t(cos AsB — 1) 4 0.1i5E(2] sin(BAs)) + 1 — 0.14

&= —0.16i25 (cos(AsB) — 1) — 0.11%(215111@36)) +1+0.14

Neste passo, vamos organizar a expressao, onde teremos a seguinte expressao resultante:

1 —0.8i2At(1 — cos(AsfB)) — 0.15% + 0.14%4 (I sin(BAs))
1+ 0.8:2A¢(1 — cos(Asp)) 4 0.15F — 0.1:25 (I sin(Asp3))

€l =

E pela norma e propriedade de médulos de ntimeros complexos, teremos que:

(1 — 0.82A¢(1 — cos Asf) — 0.181)° + (0.1i4L (sin(BAs)))*
(1 + 0.8:2A¢(1 — cos(Asf)) + 0.1%) (0.1:4¢ (sm(Asﬁ)))

Reorganizando a expressao, teremos a seguinte expressao:

€7 =

(1 — 0.8i2At(1 — cos Asf) — 0.05At)" + (0.025:2A¢>(sin?(BAs)))

2 _
&7 = (14 0.8i2At(1 — cos(Asp)) + 0.05At)* + (0.025:2A¢%(sin*(Asf3)))

2

Da identidade trigonométrica sin? z + cos®> z = 1, segue que sin®? x = 1 — cos? z, e portanto podemos

transformar a equacao e obter:
(1 —0.8i2At(1 — cos AsfB) — 0.05A1)% + (0.025:*At2(1 — cos?(Asf)))
(14 0.8:2At(1 — cos(AsB)) + 0.05A1)* 4 (0.025i4At2(1 — cos?(Asp)))

Lembrando que cos Asf ira variar nos intervalos [—1; 1], entdo teremos os seguintes casos:

€7 =

Caso 1: Para cos Asp = —1, teremos que:

(1 — 0.8i2At(2) — 0.05At)” + (0.025i* At2(0))
(14 0.8:2A¢4(2) + 0.05A¢) + (0.025:4At2(0))

Organizando essa expressao, teremos a seguinte expressao resultante:

€7 =

(1 —0.8:2A¢(2) — 0.05A¢)?
(14 0.8:2At(2) + 0.05A¢)°

|€)° =
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Como o numerador é menor que o denominador, podemos verificar que |£| cumpre com a condic¢ao
de estabilidade, ou seja, |£|* < 1.

Caso 2: Para —1 < cos(fAs) < 1, teremos que:

Para 0 < cos(fAs) < 1:

(1 — 0.8i2At(1 — cos Asf) — 0.05AL)° + (0.025:2A¢%(1 — cos?(Asf3)))
(14 0.8:2A¢(1 — cos(AsB)) + 0.05A1)% + (0.025i2A2(1 — cos?(Asp)))
Como sabemos, At > 0 e cos(SAs) é positivo, pois esta na parte positiva. Deste modo, no numerador
estaremos subtraindo quantidades positivas de 1, e no denominador estaremos adicionando as mesmas

quantidades a 1. Entao podemos ver que o numerador é menor em relacao ao denominador e,
2
portanto, [£|* < 1.

€l =

Para —1 < cos(BAs) < 0:

(1 — 0.8i2At(1 — cos Asf) — 0.05AL)° + (0.025:2A¢%(1 — cos?(Asf3)))
(14 0.8:2A¢(1 — cos(AsB)) + 0.05A%)% + (0.025i2A2(1 — cos?(Asf)))

Como sabemos, At > 0 e cos(SAs) sera positivo, pois varia de | — 1; 0[, e adicionando a 1 na primeira
parte da expressao e subtraindo a 1 na segunda parte da expressao, sempre serd positivo tanto no
numerador quanto no denominador. Deste modo, no numerador estaremos subtraindo quantidades
positivas de 1, e no denominador estaremos adicionando as mesmas quantidades a 1. Entao podemos
ver que o numerador é menor em relagio ao denominador e, portanto, |£]? < 1.

€l =

Caso 3: Para cos Asp = 1, teremos que:

(1 — 0.8i2At(0) — 0.05A¢)” + (0.025i2A¢2(0))
(14 0.8:2At(0) + 0.05A¢) + (0.025:2A12(0))

Organizando essa expressao, teremos a seguinte expressao resultante:

€7 =

(1 —0.05At)°
(14 0.05At)?

E também, como podemos ver, para este caso o numerador é menor que o denominador, logo teremos
que [£]? < 1. Desta forma, concluimos que o método de Crank-Nicholson para este esquema sera
incondicionalmente estavel.

€7 =

5.3.3 Convergéncia

Pela defini¢ao de convergéncia um esquema numeérico seré convergente se a solu¢ao numérica con-
vergir para a solugao analitica do problema em cada ponto (s,t) do dominio quando At e As tendem
a zero mantendo os pontos (s,t) fixos, com S = iA s e t = iAt (isto é, quando a malha é refinada).
Por outro lado, tem-se o teorema de Lax citado em [7] que permite estudar a convergéncias das
equacoes diferencias com coeficientes constantes bastando verificar as propriedades de consisténcia e
estabilidade. Para o esquema em analise, as verificagoes acima mostram-nos que é consistente
e incondicionalmente estavel logo podemos concluir que o método é convergente pelo teorema de lax.
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Capitulo 6

Testes Numeéricos do Método

Neste capitulo, consideramos o problema modelo com termo fonte, para o qual se conhece a
solucao exacta. Através dessa solucao exacta, é possivel realizar um estudo comparativo que permite
tirar conclusoes sobre a precisao do método numeérico utilizado.

6.1 Problema modelo com termo fonte

Consideremos o seguinte problema:

of of L, 232f — f

Este problema (6.1) é obtido através da adigdo do termo fonte f(S,t) ao problema modelo (5.1).
Para esse estudo iremos considerar os seguintes valores r = 0.1, 0 =04, K =1, T =1, AS = 0.02
e At = 0.001.

O termo fonte é determinado encontrando-se as primeiras derivadas em funcao de (S e t), a se-
gunda derivada em fungao de S e substituido-as no problema modelo ([5.1)).

Seja a solucao exata do problema modelo (5.1)) dada pela seguinte expressao : f(S,t) = (S —
Ke™5)*. Podemos deduzir as primeiras derivadas em fungao de (S e t) e segunda derivada em
fungao de S da seguinte forma:

1. Derivada de Primeira Ordem com Relagao a S
Se f(s,t) =S — Ke ™5t > 0, temos:
f(s,t) =8 — Ke ™51,

A derivada com respeito a S é dada por:

af _ 9 —r-S-t
a5 1K g ()
Sabendo que:
a —r-S-t __ —r-S-t
%e =—-r-t-e ,
temos:
of

=1+ K-r-t-e"5
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Se f(s,t) <0, a derivada é:
of _
oS

Deste modo a derivada em funcao de t sera

0.

of _
oS

. Derivada de Primeira Ordem com Relacao a t

(1+ k:rte_”s) -max(sgn(S — Ke‘”s), 0)

Se f(s,t) =S — Ke ™5 > 0, derivamos com respeito a t:

of 9 [/ s
K (e )
ot A
Sabendo que:
%er-s-t - —r.S. efr-S-t’
obtemos: o
L K.r.S.e 5t
5 r-S-e
Se f(s,t) <0, a derivada é:
o _y
ot

Deste modo a derivada em fungao de S sera

% = krSe " . max(sgn(S — Ke ™%, 0)

. Derivada de Segunda Ordem com Relacao a S

. af .
Se f(s,t) > 0, derivamos novamente %.
df? 0 S
— =K. — t-e "
052 55 (ot )

Sabendo que:

9 e 0, s
%(r t-e St)zr t-%(e St),
temos: o f
w—K ret- (—T-t-e_r's't).
Portanto: o f
_ 2 42 —r-S-
@ =K -r.t-e t.

Se f(s,t) <0, a derivada de segunda ordem é:

0*f

sz~

Deste modo a derivada em fungao de S sera

92 f

557 = —kr*t?e™"" . max(sgn(S — Ke "), 0)
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feitas a derivadas, vamos substituir as derivadas feitas no problema modelo (/6.1]), onde o termo fonte
sera dado pela seguinte expressao:

f(S, t) = (KTSG_TtS) -max(sgn(S — Ke_rts), 0) + %(725'2(—1(7“21526_”5) - mazx(sgn(S — Ke_rts), 0)
+7rS(1 + Krte™™) - max(sgn(S — Ke™"%),0) — maz(r(S — Ke™™%),0) (6.2)

E deste modo o problema ([6.1]) ficara da seguinte forma:

2
g—{(S, t)+ ng—é(s, t) + %0252%(5, t) —rf(S,t) = (KrSe ™) - maz(sgn(S — Ke™),0)+

1
+ 50282(—[(7’21526”"'55) -max(sgn(S — Ke™%),0) + rS(1 + Krte ™) - maz(sgn(S — Ke™ "), 0)
— max(r(S — Ke™"%),0) (6.3)

com as seguintes condicoes de fronteiras:
f(S,0) = max(S — K,0),S >0

f(0,t) =0,t >0
f(S,t) =8 —Ke ™ S — 00,t >0

~—~
&>

6.2 Resultados de Aproximacao Numeérica

6.2.1 Ordem de Convergéncia do Método

O erro infinito ou norma do erro infinito (também conhecido como norma Loo ¢ uma forma
de medir o erro, esse erro considera apenas o maior erro absoluto entre os valores dos vetores exactos
e valores numéricos aproximados, e é representado pela formula:

| Loo| = max| f; — 7] (6.7)

O Erro Euclidiano também conhecido como norma L, é a raiz quadrada da soma dos quadrados
das diferencas entre os valores reais e os valores numericamente aproximados. E é Matematicamente,
representado como:

n

Lol = | 0 Ui = £ (63

=1

Onde, V; corresponde ao vetor da solucao exata e F;* corresponde ao vetor das solugoes aproximadas.

A ordem de um método numérico refere-se a taxa na qual o erro diminui & medida que o tamanho
do passo AS diminui (ou a discretizacao se torna mais fina). A ordem de precisdo p de um método
numérico pode ser determinada observando a relacao entre o erro e o tamanho do passo. Em geral,
para um método de ordem p, o erro global Erro(AS) deve ser proporcional ao ASP, podemos usar
a seguinte formula para estimar a ordem de precisao:

Erro(AS;) )

lOg ( Erro(ASi+1)

log(ﬁgiil)

p= (6.9)
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Onde, AS; e AS;,, sao tamanhos de passo consecutivos.

Abaixo apresentamos a tabela de erros da Funcao F e do método de crank Nicholson adicionado
o termo fonte, onde ilustramos as variagoes do AS e as respetivas ordem. A Tabela 3 diz respeito as
ordens de convergéncia espacial do método de Crank-Nicholson quando fixamos N = 1000 e variamos
a malha no espaco, os valores obtidos indicam um ordens de convergéncia espacial aproximada de 2.

M AS Erro Lo, | Ordem | Erro Euclidiano | Ordem
500 0.2 2.390E-02 - 3.385E-03 —
1000 | 0.01 2.394E-02 | 1.70 3.562E-03 1.95
2000 | 0.005 | 2.405E-02 | 1.71 3.625E-03 1.97
4000 | 0.0025 | 2.423E-02 | 1.79 3.836E-02 2.11
8000 | 0.00125 | 2.458E-02 | 1.83 4.012E-02 2.16

Tabela 3. Convergéncia espacial do método de Crank-Nicholson (CN) quando N = 1000.

A Tabela 4 diz respeito as ordens de convergéncia temporal do método de Crank-Nicholson quando
fixamos M = 500 e variamos a malha no tempo, os valores obtidos indicam um orden de convergéncia
temporal aproximada de 2

N At Erro Lo, | Ordem | Erro Euclidiano | Ordem
1000 0.001 2.390E-02 - 3.385E-03 -
2000 | 0.0005 | 2.395E-02 | 1.78 3.456E-03 1.80
4000 | 0.000025 | 2.402E-02 | 1.79 3.638E-03 1.83
6000 | 0.00016 | 2.435E-02 | 1.88 3.865E-02 1.98
8000 | 0.000125 | 2.443E-02 | 1.97 4.025E-02 2.03

Tabela 4: Convergéncia temporal do método de Crank- Nicholson (CN) com M=500 fixo.

Temos abaixo os graficos tridimensional e de linha das solugoes associadas ao Método de Crank
Nicholson com Termo Fonte e Funcao F.

Evolugdo de F(S,t) em relaciio ao tempo Evolugdo de V(S,t) em relagdo ao tempo

Walor de F(S.t)
“alor de V({S.t)

0.5
00

Tempo (t
Tempo (t) 00 A Preco do ativo subjacente (S)

Prego do afivo subjacente (S)

Figura 6.2: Grafico de Superficie da evolugao
do Método CN-+Termo Fonte em relagao ao
tempo

Figura 6.1: Gréafico de Superficie da evolugao
da funcao F em relacao ao tempo

A analise dos dois graficos revela superficies suaves e continuas, evidenciando a estabilidade
numérica do método de Crank-Nicholson. A variacao gradual em funcao do tempo e do preco do
ativo subjacente demonstra a capacidade do método de representar adequadamente o impacto dos
pardmetros do modelo. Esses resultados confirmam a consisténcia e a convergéncia do esquema
numeérico, em conformidade com a ordem de convergéncia proxima de 2 verificada nos testes teoricos.
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Valor da Fungao no tempo inicial Evolugio do Prego no tempo final

10 "
8 8
E’ 6 g 6
i} ]
- -
E 4 § 4
s S
) 2
0 . I I I I I I I I 0
o 1 2 3 4 5 6 T 8 9 1 L
Prego do ativo subjacente (S) oz gl il Sl B
6.3.Grafico da evolucao da fungao F em 6.4.Gréfico de linha da evolugao do Método
relacao ao tempo CN-+Termo Fonte em relagao ao tempo

Nas Figuras 6.3, observa-se o comportamento dos pregos de uma op¢ao de compra (call) europeia
para os valores indicados anteriormente. Ja na Figura 6.4, analisamos o impacto da adi¢ao do termo
fonte. Verifica-se que os graficos apresentam diferencas minimas, o que sugere que nao ha variagoes
significativas entre os valores obtidos pelas solug¢oes aproximadas e os das solugoes exatas. As formas
suaves e continuas das curvas refletem adequadamente a dependéncia do valor da op¢ao em relagao ao
ativo subjacente, evidenciando a estabilidade do método. Esse comportamento reforca a consisténcia
e a convergéncia do modelo numérico, conforme previsto nos testes teéricos.

6.3 Discussao dos resultados

Na Tabela 3, que trata da convergéncia espacial, o método é testado com uma malha temporal
fixa (N = 1000) enquanto a malha espacial (AS) é variada, isto ¢, a medida que M (o namero de
subdivisoes espaciais) aumenta, tanto o erro infinito quanto o erro Euclidiano também aumentam.
Esse comportamento é esperado, pois, uma malha mais grossa (com passos maiores) resulta em uma
representacao menos precisa da solugao continua do problema, aumentando os erros de discretizagao
e ao refinar a malha na variavel espacial, e ao diminuir ou refinar a malha, menos erros sao cometidos,
pois a solugdo numérica se aproxima mais da solucao exacta. As ordens de convergéncia espacial
calculadas variam entre 1.70 e 2.16, indicando que, em média, o método apresenta uma ordem de
convergéncia espacial proxima de 2. Isso sugere que o método é eficaz e confiavel para a discretizagao
espacial, com uma taxa de convergéncia consistente.

Ao analisar a Tabela 4, que trata da convergéncia temporal do método de Crank-Nicholson,
observamos que a variavel espacial (AS) esta fixa (com M = 500), enquanto a variavel tem-
poral (At) é variada. Conforme At ¢ refinado (ou seja, reduzido), os erros temporais diminuem
consistentemente. Por exemplo, o erro L., diminui de 2.390 x 1072 para 2.443 x 1072 & medida
que At é reduzido de 0.001 para 0.000125. As ordens de convergéncia calculadas estao proximas
de 2, variando entre 1.78 e 1.97 para o erro L., e entre 1.80 e 2.03 para o erro Euclidiano, o que
confirma a segunda ordem de convergéncia temporal (O(At?)) esperada para o método de
Crank-Nicholson. Essa tabela é diferente da anterior na medida em que notamos que o erro espacial
domina o erro temporal do método de Crank-Nicholson quando temos valores de N relativamente
pequenos. Assim, para podermos observar a ordem de convergéncia temporal deste método, foi ne-
cessario refinar imenso a malha no tempo. Deste modo, o método de Crank-Nicholson apresenta uma
ordem de convergéncia temporal de aproximadamente 2.

Em suma, o método de Crank-Nicholson aplicado & equacgao de Black-Scholes é consistente de
segunda ordem e incondicionalmente estavel, o que garante que ele é seja convergente, o que é
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consistente com a teoria, j& que o método de Crank-Nicholson é conhecido por ser de segunda
ordem no espago e no tempo, desde que as condigoes adequadas sejam atendidas. No entanto,
no contexto analisado, observa-se que o erro espacial domina em relacao ao erro temporal. Para
valores pequenos de M (ntimero de subdivisdes espaciais), o erro espacial é mais significativo que
o erro temporal, exigindo um refinamento consideréavel da malha para que a verdadeira ordem de
convergéncia temporal possa ser observada. O método de Crank-Nicholson, embora mais estavel que
métodos explicitos, requer uma escolha cuidadosa da malha para que a convergéncia seja satisfatoria,
especialmente em problemas com termos adicionais (como o termo fonte). As Propriedades satisfeitas
acima tornam este método uma escolha robusta e eficaz para a resolugao numérica da equacao de
Black-Scholes, especialmente em problemas de precificacao de derivativos financeiros, onde a precisao
e a estabilidade sao fundamentais.
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Capitulo 7

Conclusao e Recomendacoes

As equagoes diferenciais desempenham um papel fundamental em diversas areas do conhecimento
e em particular na Matematica Financeira, onde sao amplamente utilizadas para modelar tanto o
crescimento econémico como os riscos financeiros. No entanto, devido a complexidade intrinseca de
muitos problemas reais, as solugoes analiticas tornam-se frequentemente inviaveis. Por esse motivo,
recorrem-se a métodos numéricos, como o Método das Diferengas Finitas (MDF), que se baseia na
substituicao das derivadas parciais por aproximacoes de diferengas finitas, transformando a equagao
diferencial num sistema de equagoes algébricas, definidas numa malha discreta. Isso, por sua vez,
possibilita a sua resolugdo numeérica [27].

Este trabalho abordou o estudo das equacoes diferenciais e a sua aplicacao na modelacao de pro-
blemas financeiros, com énfase no modelo de Black-Scholes e na utilizagao do Método das Diferencas
Finitas (MDF') para solugoes numéricas. Ao longo dos capitulos, foi apresentada uma fundamentagao
tedrica robusta sobre as equagoes diferenciais, o Método das Diferengas Finitas (MDF) e os deriva-
dos financeiros, culminando na implementacao analitica e computacional, bem como na anélise da
convergéncia e da estabilidade do método empregue.

A investigacao teve inicio com a apresentacao dos conceitos fundamentais relacionados com as
equagoes diferenciais e as suas respectivas classificagoes. Além disso, foram abordados tanto os mé-
todos analiticos como os métodos numeéricos aplicaveis a resolucao de diferentes tipos de equagoes. O
desenvolvimento tedrico foi complementado com exemplos praticos e as suas resolucoes detalhadas,
proporcionando uma base sélida para a aplicacao das técnicas numeéricas nos capitulos subsequentes.

O Método das Diferencas Finitas foi amplamente explorado por ser uma das técnicas numéricas
mais utilizadas para resolver equagoes diferenciais parciais. O método consiste em discretizar o domi-
nio continuo em pontos discretos, substituindo as derivadas por aproximacgoes de diferencas finitas.
Sao apresentados os métodos explicito, implicito e de Crank-Nicholson, com énfase na analise da
convergéncia, consisténcia e estabilidade. Ademais, explorou-se o Teorema da Equivaléncia de Lax,
que assegura a convergéncia de um método numérico desde que este seja consistente e estavel. A
relevancia dessas propriedades foi demonstrada através da aplicagao do método de Crank-Nicholson
a resolucao de equagoes diferenciais no contexto financeiro.

Fez-se uma revisao bibliografica sobre produtos derivados financeiros, como contratos a termo,
contratos futuros, opgoes e swaps, que desempenham um papel fundamental na gestao de riscos e
na especulacao no mercado financeiro. Foram também discutidos os diferentes tipos de opcoes e
as suas caracteristicas, como o preco de exercicio, o prémio e o vencimento. Estes instrumentos
proporcionam aos investidores estratégias eficazes para mitigar a volatilidade dos pregos e explorar
oportunidades de lucro com base na projeccao de movimentos futuros dos activos subjacentes. O
capitulo dedicado a este tema ofereceu uma visao abrangente sobre os mecanismos de negociacao e
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as implicagoes destes produtos para os participantes do mercado.

No Capitulo 5, aplicou-se o método de Crank-Nicholson para resolver a equacao de Black-Scholes,
utilizada para a avaliagdo de opgoes europeias. A equacao foi discretizada e transformada num
sistema de equagoes algébricas, de facil resolugao numeérica. A discretizagao resulta em matrizes
tridiagonais, que sao resolvidas a cada passo temporal. A anélise da convergéncia, consisténcia e
estabilidade do método foi realizada, confirmando que o método de Crank-Nicholson é consistente,
estavel e, consequentemente, convergente.

Nos testes numéricos realizados no Capitulo 6, verificou-se que o método de Crank-Nicholson
apresenta uma ordem de convergéncia espacial e temporal proxima de 2, o que confirma a teoria
subjacente ao método. As simula¢oes numeéricas indicaram que o erro espacial é mais dominante
em malhas pouco refinadas, sendo que a precisao dos resultados melhora consideravelmente com o
refinamento da malha. Este resultado foi obtido por meio do software MATLAB, que permitiu uma
implementagao eficaz do algoritmo.

Por fim, com o trabalho concluido, concluiu-se que o método de Crank-Nicholson é adequado
para a avaliacao de opgoes europeias, garantindo tanto a precisao como a estabilidade das solugoes
numéricas. A analise de consisténcia e convergéncia foi fundamental para assegurar que as solugoes
numeéricas estivessem alinhadas com as solucoes analiticas esperadas.

Para trabalhos futuros, sugere-se a aplicacao deste método a outros tipos de derivados financeiros,

bem como a realizacao de analises de sensibilidade, considerando variagoes nos parametros do modelo,
como a volatilidade e a taxa de juro.

75



Bibliografia

[1] Cairns, Andrew JG,Interest rate models: an introduction, volume 10,Princeton University Press,
2004

[2] Stroock, Daniel W and Yor, Marc,Remembering Paul Malliavin, Notices of the AMS, volume
58, 2011

[3] Boyer, Carl B and Merzbach, Uta C, Histéria da matemdtica, Editora Blucher, (2019).

[4] M.J. Alves Equagdes diferenciais funcionais singulares de sequnda ordem, Perm. State University
Press, 2000.

[5] Gockenbach, Mark S, Partial differential equations: analytical and numerical methods, 2005, Siam

[6] Figueiredo, Jorge Manuel and Ribeiro, Carolina Paula Baptista, Apontamentos de equagoes dife-
renciais: complementos de Andlise Matemdtica FE, , 2013

[7] Thomas, James William, Numerical partial differential equations: finite difference methods, 2013,
Springer Science & Business Media

[8] Biezuner, Rodney Josué, Notas de Aula Introdu¢aoas Equagoes Diferenciais Parciais, 2015
[9] Hull, John C, Op¢ades, futuros e outros derivativos, 2016, Bookman Editora

[10] Lucas, Fabiano, Mercados Financeiros: Teoria e Pratica, Sao Paulo, Editora Atlas, 2020.
[11] McDonald, Robert,Derivatives markets, 2013, Pearson

[12] J. C. Pinto e P. L. C. Lage, Programa de Engenharia Quimica, COPPE/UFRJ

[13] Lozardo, Ernesto, Derivativos no Brasil: Fundamentos e prdtica, 1998, BM & F

[14] Cvitanic, J. and Zapatero, F. Introduction to the Economics and Mathematics of Financial
Markets, 2004, MIT Press, Cambridge, MA.

[15] Souza, M. F. Produtos Financeiros: Teoria e Pratica Sdo Paulo Editora Saraiva

[16] Ferreira, Luiz Felipe and Oliveira, Danilo and Silva, Euller Santos and Silva, Felipe Luque and
Nogueira, Luis Gustavo, Derivativos: andlise, conceito e mercado, 2022.

[17] Wilmott, Paul, Paul Wilmott introduces quantitative finance, 2013, John Wiley & Sons

[18] Wilmott, Paul and Howson, Susan and Howison, Sam and Dewynne, Jeff and others, The
mathematics of financial derivatives: a student introduction, 1995, Cambridge university press

[19] Dias, Neylan Leal and da Luz, Guilherme Augusto Souza and Rosario, Eduardo Conceigao and
Leal, Simone de Almeida Delphim, Uma introdu¢ao ao método das diferencas finitas: condug¢ao
de calor, 2013

76



[20] Babich, Volodymyr and Kamrad, Bardia, Option pricing: Theory and numerical methods, Avai-
lable at SSRN 1616948, 2009

[21] Capiniski, Marek and Kopp, Ekkehard, The Black-Scholes Model, 2012, Cambridge University

Press
[22] Seydel, Riidiger and Seydel, Rudiger, Tools for computational finance, 2006, Springer, volume 3

[23] Yartey, Joseph Nee Anyah and Ribeiro, Simone Sousa, Equa¢des diferenciais, UFBA, Instituto
de Matematica e Estatistica; Superintendéncia de Educacao

[24] Alves, CJS Andlise Numérica de Equagioes Diferenciais Parciais, Monografia. IST, 2008

[25] V.I. Arnold, Equagdes diferenciais ordindrias, Redacgao de MTMNO, Moscovo, 2012.

[26] M.R. Wonham, Linear multivariable control, 3rd ed. Springer-Verlag. New-York, Inc., 1985.
[27] Strikwerda, John C, Finite difference schemes and partial differential equations, STAM, 2004.
[28] Marins, André. Mercado Derivativos e Anélise de Risco. Volume 1. Rio de Janeiro: AMS, 2004.

[29] Cox, J. C., Ross, S. A.,Rubinstein, M, Option pricing: A simplified approach. Journal of financial
Economics, 1979.

[30] Patankar, S. V, Numerical Heat Transfer and Fluid Flow. Hemisphere Publishing Corporation,
1980.

[31] Zienkiewicz, O. C., Taylor, R. L, The Finite Element Method, Volume 1: The Basis
Butterworth-Heinemann, 2000

[32] Quail, Rob and Overdahl, James A, Financial Derivatives: Pricing and Risk Management
, volume 5, John Wiley & Sons, 2009

[33] Ferreira, V. G., and G. B. Lima, Minicurso sobre Solugao numérica de equagoes diferenciais
parciais, 2010

[34] Anderson, John David and Wendt, John,Computational fluid dynamics, volume 206,Springer,
1995

[35] Black, Fischer and Scholes, Myron, The pricing of options and corporate liabilities, Journal of
political economy, volume 81, The University of Chicago Press, 1973

[36] william h. press, saul a. teukolsky, william t. vetterling, and brian p. flannery, Numerical recipes:
the art of scientific computing,cambridge university press,2007

[37] LeVeque, Randall J, Finite difference methods for ordinary and partial differential equations:
steady-state and time-dependent problems, Society for Industrial and Applied Mathematics, 2007

[38] Iaconeta, Ilaria, et al, A stabilized mixed implicit material point method for non-linear incom-
pressible solid mechanics, Computational Mechanics, 2019

7



Anexos

Este documento apresenta um codigo em MATLAB para o célculo de opgoes financeiras. O
codigo utiliza métodos numeéricos para resolver equacoes diferenciais parciais relacionadas ao preco
de opgoes. A seguir, esta o codigo MATLAB para o calculo de opgoes. O codigo foi desenvolvido
para resolver uma equacao de Black-Scholes utilizando diferencas finitas.

clear ;

% Parametros iniciais

S0 = 2; % preco atual do ativo subjacente

K= 1, % preco de exerc cio da opcao

r = 0.1; % taxa de juros livre de risco

T = 1; % tempo at a expiracao da opcao (em anos)

sigma = 0.4; % volatilidade do ativo subjacente

Smax = 10; % preco m ximo do ativo subjacente considerado

M = 500; % numero de pontos de grade no pre o do ativo subjacente
N = 1000; % numero de pontos de grade no tempo

% Discretizacao do tempo e do preco do ativo
dt =T / N;

ds = Smax / M;

S_values = (0:M) =% ds;

T values = (0:N) x dt;

F = zeros (M+1, N+1);

V = zeros (M+1, N+1);

% Condi es iniciais e de contorno

F(:, 1) = max(S_values — K .x exp(—r .x (T _values(l)) .x S_wvalues), 0);
F(1, :) = max(S_values(l) — K % exp(—r .x (T _values) .x S _values(1)), 0);
F(end, :) = max(S_ values(end) — K % exp(—r .x (T wvalues) .x S values(end)), 0):

% Calculo da matriz F

for i = 2:Mt1

for j = 2:N+1

F(i, j) = max((S_values(i) — K .x exp(—r * (T values(j))*x S_wvalues(i))), 0);
end

end

% Interpolacao para obter o preco da opcao
ooPrice = interpl (S _values, F(:, end), SO);
fprintf ('O valor do F_price e: %.4f\n’, ooPrice);

% Coeficientes para a matriz A ¢ B

alpha = 0.25 % dt x ((sigma”2) x (S _values.”2) / (ds"2) — r *x S values / ds);
beta = —dt % 0.5 % ((sigma~2) % (S values.”2) / (ds"2) + r);

gamma = 0.25 * dt * ((sigma"~2) % (S_values.”2) / (ds"2) + r %« S values / ds);

% Construcao das matrizes A e B

A = —diag(alpha (3:M), —1) + diag(l — beta(2:M)) — diag(gamma(2:M-1), 1);
B = diag(alpha(3:M), —1) + diag(l + beta(2:M)) + diag(gamma(2:M-1), 1);
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% Termo fonte para a equacao diferencial

Termo_Fonte = zeros (M+1, N+1);

for i 2:M
for j = 2:N

Termo Fonte(i, j) = (KxrxS_ values(i)xexp(—rxT values(j).xS values(i))) =x

max(sign (S_values(i) — K .x exp(—r % (T values(j)) x S values(i))),0) +

(r.«S values(i).x(14+Kxr.xT values(j)xexp(—r.*xT values(j).*xS values(i)))) =*

max(sign (S_values(i) — K .x exp(—r % (T values(j)) x S values(i))),0) +

(—0.5 % sigma”~2 % S values(i)~2 % K«r~2x(T_ values(j)) 2«exp(—r.*T_ values(j).

xS values(i))) * max(sign(S_values(i) — K .x exp(—r * (T values(j)) =

S wvalues(i))),0) —max(r.x(S values(i) — Kxexp(—r.xT values(j).
xS values(i))),0);

end
end

% Solucao numerica da equacao diferencial
for j 1:N
D =B % V(2:M, j) + 0.5 x dt * Termo_ Fonte(2:M, j);

D(1) = D(1) + alpha(1) = (V(1, j) + V(1, j+1));
(end) = D(end) + gamma(end) * (V(end, j) + V(end, j+1));
V(2:M, j+1) = A\D;

end

% Interpolacao para obter o preco final
oPrice = interpl (S _values, V(:, end), S0);
fprintf ('O valor do price e: %.4f\n’, oPrice);

% Calculo das normas
normainf = norm(reshape(V, [|, 1) — reshape(F, [|, 1), Inf);
normaeu = norm(reshape(V, [], 1) — reshape(F, [], 1));

fprintf ('O valor da norma infinita e: %.4f\n’, normainf);
fprintf ('O valor da norma euclidiana e: %.4f\n’, normaeu);

% Visualizacao dos resultados

figure;

subplot (2, 2, 1);

[SS, TTT| = meshgrid (S _values, T values);
surf(SS, TTT, F’);
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title ("Evolu o de F(S,t) em rela o ao tempo’);
xlabel (" Pre o do ativo subjacente (S)7);

ylabel ("Tempo (t)’);

zlabel (" Valor de F(S,t)7);

shading interp;

subplot (2, 2, 2);

plot (S values, F(:, end), ’b—’, ’LineWidth’, 1);
title ('Valor da Funcao no Preco final ’);

xlabel ("Tempo (t)’);

ylabel (?Valor de Preco (S)’);

subplot (2, 2, 3);
surf (SS, TTT, V’);

title (’Evolu o de Preco em relacao ao tempo’);
xlabel ("Pre o do ativo subjacente (S)’);

ylabel (’Tempo (t)’);

zlabel (" Valor de V(S,t)7);

shading interp;

subplot (2, 2, 4);
plot (S_values, V(:, end), ’b—’, 'LineWidth’, 2);
title (’Evolucao do Preco no tempo final 7);

xlabel (’Preco do ativo subjacente (S)’);
ylabel (’Valor de V(S,t)7);

Explicacao do Coédigo

O codigo MATLAB acima implementa um método numérico para calcular o prego de uma opc¢ao
financeira utilizando a equacao de Black-Scholes. O método de diferengas finitas é utilizado para
discretizar a equacao diferencial parcial e resolver o problema numericamente. O codigo também
inclui a visualizagao dos resultados por meio de graficos 3D e 2D.
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