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Resumo

Este trabalho tem como objetivo principal estudar os polinomios de aproximacao, com énfase na
aplicagao das Séries de Taylor, como ferramentas fundamentais na andlise e solugao de problemas
para além disso pretende-se mostrar até que ponto as aproximacoes podem ser tteis em areas
como Engenharia, medicina, Quimica, Fisica.

Inicia-se com uma revisao tedrica sobre polinomios e suas propriedades, seguido pela in-
troducao dos conceitos de aproximacao de fungoes. A partir disso, explora-se a teoria das Séries
de Taylor, demonstrando como elas permitem aproximar funcoes reais em torno de um ponto,
utilizando uma soma infinita de termos baseados nas derivadas da funcao.

O trabalho também aborda a importancia da convergéncia das séries e os erros associados a
aproximacao, com exemplos praticos que ilustram a aplicacao desses conceitos em situacoes reais,
adicionalmente tem representacoes gréficas ilustrando o quao as funcoes originais se assemelham
com as fungoes aproximandas.

Por fim, discute-se das analises criticas e comparativas entre os polinémios de aproximacao
e as Séries de Taylor.

Palavras-chave: Aproximacoes, Séries de Taylor, aplicacoes e Matematica.
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Abstrat

The main objective of this work is to study approximation polynomials, with an emphasis on
the application of Taylor Series, as fundamental tools in the analysis and solution of problems.
Additionally, it aims to show to what extent these approximations can be useful in areas such
as Engineering, Medicine, Chemistry, and Physics.

The work begins with a theoretical review of polynomials and their properties, followed by
an introduction to the concepts of function approximation. From there, the theory of Taylor
Series is explored, demonstrating how they allow the approximation of real functions around a
point using an infinite sum of terms based on the derivatives of the function.

The study also addresses the importance of series convergence and the errors associated with
approximation, including practical examples that illustrate the application of these concepts in
real-world situations. Additionally, graphical representations are provided to illustrate how
closely the original functions resemble the approximated functions.

Finally, critical and comparative analyses between approximation polynomials and Taylor
Series are discussed.

Keywords: Approximations, Series, Applications and Mathematics.
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Capitulo 1
Introducao

Neste trabalho apresentamos uma teoria publicada em 1715 no livro Methodus Incrementorum
Directa et Inversa, escrito pelo mateméatico Brook Taylor que nasceu em 1685 e morreu aos 46
anos em 1731. Como sua familia era rica, Taylor teve toda sua educacao bésica em casa com
professores particulares e somente aos 18 anos, (1703), inicia seus estudos na Universidade de
St. John de Cambridge, onde formou-se em direito no ano de 1709 e durante esse periodo ja
estava bastante envolvido com a Matematica.

Entre 1712 e 1724, publicou treze artigos relacionados com a Matematica. Dentre eles, um
novo método para trabalhar com logaritmos. No ano de 1715 publica dois livros: Methodus
Incrementorum Directa et Inversa e Linear Perspective. Neste primeiro, se encontra a Férmula
de Taylor e as representacos de funcoes em série. Apesar de James Gregory (1638-1675) ja
trabalhar com essas séries e Johann Bernoulli (1667-1748); matemadtico de sua época, também
conhecer essa representagao, Taylor desenvolveu sua féormula sozinho sem o conhecimento do
trabalho dos outros e foi o primeiro a enuncia-la e descrever sua forma geral. Assim, o polinémio
aproximador de fungoes viria a ser conhecido como o Polinomio de Taylor e as representagoes
de funcgoes em série como Série de Taylor. Esse reconhecimento sé aconteceria alguns anos apos
a sua morte, pois na sua época, sua teoria nao foi vista como importante.

Colin Maclaurin (1698-1746) citou a obra de Taylor em um livro no ano de 1742, popula-
rizando as representacoes de fungoes em série e trabalhando com um tipo especifico de série,
as centralizadas na origem, por isso essas séries ficaram conhecidas como Série de Maclaurin.
Mas foi a partir de 1772, que Joseph Louis Lagrange (1736-1813), reconhece a importancia do
trabalho de Taylor e elege seu teorema como principio basico do célculo diferencial. No ano de
1786 o termo série de Taylor comeca a ser utilizado. O Polinémio e a Série de Taylor, sao temas
presentes em diversos livros de cédlculo e analise e essa teoria se tornou a base de programagao
de calculadoras e softwares [9].

O trabalho apresenta no primeiro capitulo introdugao que aborda sobre a teoria apresentada por

Brook Taylor em 1715 no livro Methodus Incrementorum Directa et Inversa, onde ele formulou
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a Série e o Polinomio de Taylor. Adicionalmente, abordamos pontos referentes ao trabalho
de Taylor que s6 ganhou reconhecimento anos apds sua morte, sendo popularizado por Colin
Maclaurin e consolidado por Joseph Louis Lagrange como um principio fundamental do calculo
diferencial. No segundo capitulo, revisamos os conceitos fundamentais das séries tais como Po-
linomios, Séries Numericas, Séries de Poténcias, Convergéncias de Séries, Erro de Aproximacao,
que servem como base para a compreensao deste trabalho. No terceiro capitulo, exploramos
os polinomios de aproximacao, destacando as condicoes de existéncia e unicidade, bem como
o erro na aproximacao. Além disso, abordamos métodos de interpolagdao, como de Newton,
Lagrange, Hermite e Chebyshev. O polinomio de Newton baseia-se no uso de diferengas di-
vididas e permite facil actualizacao caso novos pontos sejam adicionados. J& o polinomio de
Lagrange apresenta uma férmula explicita para o polinomio interpolador, construido directa-
mente a partir dos valores dos pontos conhecidos. A interpolacao de Hermite é uma extensao
da de Lagrange, pois além dos valores da funcao, também considera as derivadas nos pontos,
0 que a torna mais precisa quando essas informacoes adicionais estao disponiveis. Por fim, os
polinomios de Chebyshev nao sao usados diretamente para interpolar, mas sim para escolher
pontos de interpolacao de forma a minimizar erros, sendo muito tteis para evitar oscilagoes
indesejadas e melhorar a precisao da aproximacao. Adicionalmente, apresentamos o método
dos minimos quadrados. No quarto capitulo, introduzimos as séries de Taylor, abordando sua
formulagao, derivacao, desigualdades associadas, erro e critérios de convergéncia. No quinto
capitulo, abordamos as principais aplicagoes dos Polinomios e Séries de Taylor na Matematica
e em outras areas fora da Matemadtica. No sexto capitulo, realizamos uma analise comparativa
das diferentes abordagens de aproximagao exploradas ao longo dos capitulos anteriores.

Por fim, no ultimo capitulo, apresentamos as conclusoes e recomendacoes.
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1.1 Objectivos

1.1.1  Objectivos Gerais

Investigar a teoria da aproximacao por meio das Séries de Taylor, visando a criagao de repre-
sentacoes simplificadas de fungoes, a analise da convergéncia e do erro das aproximacoes, e a

aplicacao desses conceitos na resolucao de problemas matematicos.

1.1.2 Objectivos especificos

e Construir polinomios que representem de forma aproximada uma fungao especifica em um

intervalo determinado, proporcionando modelos matematicos simplificados;

e Analisar as condigoes sob as quais as aproximacoes polinomiais convergem para a fungao

original, garantindo a precisao da representacao;

e Examinar técnicas para estimar e minimizar o erro entre a fungao original e sua repre-

sentacao aproximada;

e Aplicar os métodos de aproximagao a funcoes como trigonométricas, exponenciais e raci-

onais, visando obter representacoes matematicas simplificadas;

e Implementar a teoria da aproximacao em problemas reais de fisica, engenharia e estatistica,

possibilitando a resolucao eficiente de problemas complexos.

1.2 Metodologia

Este trabalho ira abordar sobre os Polinomios de aproximacao, onde para conseguirmos alcangar
os objectivos pretendidos usaremos uma metodologia tedrica pratica, fazendo uma revisao Bi-
bliografica, Estudo Matematico, Recursos Computacionais, Analise Critica, Para as redagoes,

usamos o LaTeX e o compilador TeX. Utilizamos adicionalmente, Python para gerar graficos.



Capitulo 2
Conceitos Basicos

Neste capitulo, serao apresentadas, de forma abrangente, as defini¢coes fundamentais que susten-
tam a compreensao e o desenvolvimento deste trabalho. Iniciamos com o conceito de polinémio,
seguido da introdugao da matriz de Vandermonde, ferramenta essencial para demonstrar, no
Capitulo 3, a unicidade do polinémio interpolador. Abordaremos também as séries numéricas e
de funcoes, destacando as condigoes de convergéncia e divergéncia. Além disso, trataremos das
séries de poténcias e das fungoes aproximaveis, que desempenham papel relevante na construgao

dos resultados posteriores.

2.1 Polinomios

Definicao 2.1. Seja n € N e sejam ag, aq,...,a, € R. Chama-se polinomio de grau n em R a

funcao P : R — R definida por:
P(z) = ap2™ + ap 12"+ -+ ayz + ag

onde:

ag, a1, . .., a, sao chamados de coeficientes do polinomio;

x € R é a varidvel;

e O numero n é o grau do polinémio, assumindo que a,, # 0.

Definicao 2.2. Sejam xq, s, ..., z, nimeros distintos, a matriz de Vandermonde asso-

ciada a esses valores é definida por:
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2 n—1
1z 27 -+ 29
1 xg a2 -0 ah?
2 n—1
Ve, zoy..oyzp) = |1 23 25 -+ 24
1z, 22 - 2!

Teorema. 2.1 Se A é uma matriz de Vandermonde, entao:

det A = H (Ij — LL’l)

1<i<j<n

Demonstracao (Indugao Matemaética)

Base da Indugao: n =1 e n =2 Paran =1, a matriz é, com determinante 1. O produto
acima é vazio, e portanto igual a 1.

Paran = 2:

1
V= M

] , det(Vy) =29 — g

11‘2

que ¢ exatamente o produto [], ., ;<o(; — i)

Passo Indutivo Assuma que a férmula é vélida para n — 1. Vamos provar que vale para n.

Considere V,,. Subtraia a primeira linha das demais. Isso nao altera o determinante. Obte-

mos:
2 n—1
1 1 i XX Ty
0 zg—xq z2—a2 oo ghlt_gnt
2 1 2 1
det(V,,) = det
2 2 n—1 n—1
0 zp—o o, —27 -+ x  —x]

Note que z}* — 27" = (2 — ©1)Qm—1(zk, 1), para algum polinémio Q,,—; de grau m — 1.

Fatorizandondo (xy — x1) da k-ésima linha (com k > 2), obtemos:

det(V;,) = [J(x; — 21) - det(Viiy)

j=2

onde V,,_; é uma matriz de Vandermonde associada a xs, 3, ..., x,. Pelo passo indutivo:

det(Voy) = [[ (25— =)

2<i<j<n
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Portanto:

det(V,,) = (H(Ij —5171)> ( H (7 _5171)> = H (zj — ;)

j=2 2<i<j<n 1<i<j<n
A férmula esta demonstrada por inducao matematica. Além disso, o determinante de Van-
dermonde é diferente de zero se, e somente se, todos os x; forem distintos.
Teorema 2.2: Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua em [a, b] e derivavel em (a,b), entdo

existe pelo menos um ponto ¢ € (a,b) tal que:

f(b) = f(a)

Ile) = Ho—

Demonstragao Vamos provar o teorema utilizando o Teorema de Rolle e uma fungao auxiliar.

Passo 1: Consideramos a fungao auxiliar g(z) dada por:

o) = o) - (P51 - )

Passo 2: Verificando as condigoes para o Teorema de Rolle Para aplicar o Teorema
de Rolle, precisamos garantir que g(z) satisfaga as condigoes de aplicabilidade:

1. Continuidade em [a,b]: Como f(x) é continua em [a,b] e 0 termo (W) (x—a)é
um polinémio (e, portanto continuo), g(z) é continua em [a, b].

2. Derivabilidade em (a,b): Como f(z) é derivavel em (a,b), e o termo (%) (x—a)
é uma funcao linear, g(x) é derivavel em (a, b).

3. Condigoes de valor nas extremidades:

e g(a) = fa) = (19=) (0~ a) = (o)

o 9(0) = () ~ (19=2) (b - a) = f(a)

Logo, g(a) = g(b), o que satisfaz as condigoes do Teorema de Rolle.

Passo 3: Aplicando o Teorema de Rolle De acordo com o Teorema de Rolle, como

g(a) = g(b) e g(x) é continua e derivavel em [a, b], existe pelo menos um ponto ¢ € (a, b) tal que
g'(c) =0.
Agora, calculamos a derivada de g(z):

Portanto, em x = ¢, temos:
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g0 = 110 - 1O
Ou seja:
o= L0410
Conclusao

Portanto, existe pelo menos um ponto ¢ € (a,b) tal que:

f(b) — fla)

/ _

f (C) - b —a

Lema 2.1 Para todo nimero real x, temos:
lim — = 0.
n—oo n!

Demonstragao:

Vamos considerar dois casos: x =0 e z # 0.

Caso 1l: =0
Neste caso,
" o
— =—=0, paratodon>1
n! n!
Portanto,
xn
lim — =0
n—oo ’I’L'
Caso 2: z#0
Temos:
| x|
- nl

Como |z| é fixo e n! cresce mais rapidamente que qualquer poténcia |z|", mostraremos que
a fracao tende a zero.

Escolha um nimero natural N tal que N > |z|. Entao, para todo n > N, temos:

n!:1~2-----N~(N+1)-----n2N”*N.N!

n n n—N
e N £ R A
n! — N»N.NI! N!' \ N '
||

n—N
Como 7 < 1, o termo <|1N‘> — 0 quando n — oo.

Logo,
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Assim, existe uma constante C' > 0 tal que:

Portanto,

2.2 Séries Numéricas

Definicao 2.2. Seja considerada uma sequéncia numérica infinita da forma:

UL, U2, U3y ooy Upy . - -
A seguinte expressao:
u Fug+uz U, (2.1)
¢ denominada série numérica, e os elementos uy, us, ..., Uy, ... recebem o nome de termos da

série.[5]
Definicao 2.3. A designagao soma parcial s, é atribuida a soma dos n primeiros termos
da série:

Sp = U1+ Ug + -+ Up.

Para ilustrar, vejamos algumas dessas somas parciais:

§1 = Uy,
So = Uy + U,

S3 = U1 + u2 + us,

Sp=Ul + Uz + -+ Up.
e Caso o limite abaixo exista e seja um nimero real finito:

s = lim s,,
n—oo

entao chamamos esse valor s de soma da série (2.1), e diz-se que a série em questao converge.

e Caso o limite lim,,_,, S, nao exista como numero real por exemplo, se ocorre s, — o0

quando n — oo entao dizemos que a série diverge e, portanto, nao possui soma [5].
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2.3 Condicao Necessaria de Convergéncia de uma Série

Nesta secao, apresentaremos critérios necessarios e suficientes que garantem a convergéncia de
uma série numérica

Teorema 2.3.1 — Se uma série converge, o seu termo geral u, tende para zero quando n
tende para infinito.[5)

Corolario 2.3.1— Se o termo Geral u,,, de uma série nao tende para zero quando n tende
para infinito, entao a série diverge. [5]

Teste da Comparacgao: Sejam duas séries de termos positivos
U+ U +uz+ -+ U, + o, (2.2)

R e I R Xk A (2.3)

Temos os seguintes teoremas.
Teorema 2.3.2 — Se os termos da série (2.2) ndao forem superiores aos correspondentes

termos da série (2), isto é, se
u, <v, (n=1,2,...), (2.4)

e se a série (2.3) converge, entdo a série (2.2) também converge.

Teorema 2.3.3 — Se os termos da série (2.2), ndao forem inferiores aos correspondentes

termos da série (2.3), iste €, se
U, > v, para todon=1,2,... (2.5)

, e se a série (2.3) diverge,a série (2.2) diverge igualmente.

Teorema 2.3.4 — (regra de d’Alembert) Se numa série de termos positivos
U+ U +us+ -+ Uy - (26)
a razao
Un+41
Un

tiver um limite finito | quando n — oo:

lim 2L — g, (2.7)

n—o0 Un

entao:

1. a série converge quando | < 1;

10
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2. a série diverge quando | > 1;

3. Incunclusivo se | = 1.

Teste da Raiz: Seja

lim {/|a,| =L
n—oo

e Se L < 1, entao a série converge.

e Se L > 1 ou lim, . {/|a,| ndo existe, entao a série diverge

e ese L=1, o teste é inconclusivo, e pode ser necessario usar outros métodos para determinar

a convergencia ou divergencia da série.

Teorema 2.3.5— (Séries alternadas Teorema de Leibniz)
Consideramos, até agora, séries de termos positivos. Neste paragrafo vamos considerar séries

cujos sinais dos termos sao alternados, isto €, séries da forma
Uy — Ug + U3 —Ug + -+, (2.8)

em que Ui, U, ..., Uy, ... SA0 positivos.

Teorema de Leibniz Se numa série alternada

Uy —us +us —ug+ - (u, >0), (2.9)
0s termos vao decrescendo
Uy > Uy > Uz > - -+ (210)
e se
lim u, =0, (2.11)
n—oo

a série (2.8) converge, a sua soma € positiva e nao € superior ao primeiro termo.

2.3.1 Séries de Funcoes

Chama-se série de func¢oes a toda a série na qual o termo geral é uma fungdo duma variavel x.

Consideremos a série de funcoes
ur () + ug(z) +us(z) + - -+ up(z) + - - (2.12)

Dando a x diferentes valores numéricos obtém-se diferentes séries numéricas que podem tanto

convergir como divergir. O conjunto dos valores de = para os quais a série de fungoes converge

11
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chama-se dominio de convergéncia dessa série. E evidente que, no dominio de convergéncia

duma série de fungoes, a sua soma é uma certa funcao de z. Eis porque se a designa por s(x).

o0
Definigao 2.3.2 Uma série de fungoes > f,(z) converge pontualmente em 1z se a sequéncia

n=1
N
das somas parciais Sy(zg) =) fn(xo) converge para um valor finito quando N — oo. Formal-
n=1

mente,

o

Z fn(x) converge pontualmente em x, se ]\};m Sn(zo) existe e é finito.
oo

n=1

Exemplo 2.1Vamos agora apresentar o grafico de sequéncia de fungoes f,(x) = ™ definida no

intervalo [0, 1], bem como sua convergéncia pontual para a fungao limite.

e Cada curva corresponde a um valor diferente de n.

e A medida que n — oo, os graficos de fn(z) se aproximam de zero para todo x € [0, 1),

mas permanecem iguais a 1 no ponto x = 1.

e A funcao limite é representada pela linha preta tracejada, e é dada por:

Fa) = 0, sexe€l0,1)

1, sex=1

Esse é um exemplo classico de convergéncia pontual, pois, para cada ponto fixo z, a

sequéncia f,(x) — f(x) quando n — oo.

Convergéncia Pontual de f,(x) = x"

1.0 filx) =xt
— R =x

— fx)=x>
fiolx) =x*0
fso(x) = x°0
—— fioo(X) =x00
== Fungao limite: 0 em [0,1), 1 em x=1

0.8

0.6

fa(x)

0.4

0.2

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.1: Convergéncia Pontual
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o0
Definicao 2.3.3 Uma série de fungoes > f,(x) converge uniformemente em um intervalo
n=1

I se, para qualquer € > 0, existe um N tal que para todos n > N e para todos = € I,

|Sn(z) — S(x)] <e,

onde S(x) é o limite da série quando N — oo. A convergéncia uniforme ¢ mais forte que a
convergéncia pontual e garante que a fungao soma herda certas propriedades das fungoes f,, (),

como continuidade, diferenciabilidade e integrabilidade.

Exemplo 2.2 Neste exemplo vamos mostrar que a funcao f(z) = 2™ nao converge Unifor-

mimente apesar de convirgir pontualmente.

folz) =2, rel0,1], neN.

Convergéncia pontual. Para cada x € [0,1) tem-se 0 < = < 1, logo 2" — 0 quando

n — o0o. Em x =1, 1™ = 1 para todo n. Portanto, f,, converge pontualmente para

0, 0<x <1,
flz) =
1, =z=1.

Falha de convergéncia uniforme em [0, 1], (estimando o supremo)
Para n € N, tome z,, =1 — 1 € [0,1). Entéao

| fa(@n) — fza)| = |(1 — %)n —0]=(1- l)n — e >0

Assim,

sup [fu(2) = f(2)] = [falza) = fza)] — €7,

z€[0,1]
em particular nao tende a 0. Portanto, a convergéncia nao é uniforme.

Observagao. Se 0 < a < 1, entdo em [0, a] vale

sup |z" — 0| =a" —— 0,
z€[0,a] n—00
ou seja, f, — 0 uniformemente em [0, a.
o0 o0
Definicao 2.3.4 Uma série de fungoes ) f,,(x) converge absolutamente se a série > | f,,(x)]
n=1 n=1

converge para todo z em um dado intervalo. A convergéncia absoluta implica a convergéncia

pontual da série Y f,(x).
n=1

13
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2.4 Critério de convérgencia de Séries de Funcoes

A convergéncia de séries de funcoes é mais complicada do que a convergéncia de séries numéricas
porque envolve tanto a convergéncia em cada ponto  quanto a convergéncia no comportamento

global da func¢ao resultante.

Critério de Weierstrass (M-Test): Se existir uma sequéncia de constantes M,, tais que
| fn(x)| < M, para todosz €[ e i M,, converge, entao i fn(z) converge uniformemente em
e n=1 n=1

Teste de Dirichlet O Teste de Dirichlet para séries de fungoes afirma que se {a,(z)} é uma

[e.e]
sequéncia de fungdes mondtona e limitada, e > b,(x) é uma série de termos que convergem
n=1

o0
para zero, entdo Y a,(z)B,(z) converge uniformemente.
n=1
Teste de Cauchy (Critério da Soma das Somatdrias) Uma série de fungoes Y f,(z)
n=1

converge uniformemente em um intervalo I se, para todo € > 0, existe um nimero N tal que,

para todos n,m > N e para todo x € I:

<e (2.13)

Este é um critério geral de convergéncia uniforme, também conhecido como o Critério de

Cauchy.

2.5 Séries de Poténcias

Definicao 2.7.1 Chama-se série inteira ou série de poténcias a uma série da forma
ap+ a1x + asr? + - +apz" + - (2.14)

em que ag, aj, ds, ..., dy,, ... sao constantes dadas, chamadas coeficientes da série.[5]
Apresentaremos os teoremas que garantem a convergéncia das séries de poténcias, cujas

demonstragoes podem ser encontradas em [5]. Teorema (d’Abel)

a) Se uma série inteira converge para um certo valor de zy, nao nulo, converge absolutamente
para qualquer valor de z tal que

|z < [ol;
b) Se a série diverge para um certo valor de zf,, diverge para qualquer z tal que
x| > [ap)-
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Chama-se também série de poténcias a uma série da forma
ap +ai(r —a) +ag(z —a)’ + - +apn(r —a)" + -, (2.15)

onde as constantes ag, ay, ..., a,, ... sao igualmente chamadas os coeficientes da série. Os termos
desta série contém as poténcias crescentes de x — a.

O intervalo de convergéncia de uma série de poténcias é o intervalo compreendido entre
os pontos( ¢ — R e ¢+ R ), onde a série converge absolutamente para todos os valores de x
dentro desse intervalo e diverge para valores de z fora dele. O nimero R é denominado raio de
convergéncia da série.

Nos extremos do intervalo, isto é, nos pontos © = c¢— R e x = ¢+ R, a convergéncia da série
nao é garantida e deve ser analisada separadamente.

Observa-se que, em alguns casos, o intervalo de convergéncia pode se reduzir a um unico
ponto (z = ¢), enquanto em outros pode abranger toda a reta real (R = 00).

Indiquemos um modo para determinar o raio de convergéncia de uma série inteira.

Consideremos a série

ap + a1 + agx® + -+ + apa” + - -

E formemos a série dos valores absolutos dos seus termos:
|ao| + lax ||| + |ag||z* + |as||z[* + - - + [an||2]" + - --

Para determinar a convergéncia desta tltima série (de termos positivos) apliquemos a regra de

d’Alembert. Suponhamos que existe o limite

lim |2 = L, (2.16)

n—00 | Ay

Entao, segundo a regra de d’Alembert, a série converge se L|z| < 1, isto é, para |z| < %, e
. . , 1
diverge quando L|z| > 1, isto ¢, para |z| > .

Por conseguinte, a série (1) converge absolutamente para |z| < 1. Se |z| > 1, entdo

lim 2] - |22 > 1
n—oo aTL

e a série (4) diverge, j4 que o termo geral nao tende para zero.

Mas, entdo, o termo geral da série inteira (1) ndo tende para zero, o que significa, em virtude
do critério de convergéncia necessério, que esta série inteira diverge quando |z| > %

Resulta do que precede que o intervalo |z| < % ¢ o intervalo de convergéncia da série inteira
(1), isto é,

15



CAPITULO 2. CONCEITOS BASICOS

1
R=—=1lim

L n—oo

(2.17)

a, + 1
ap, |
De maneira analoga, pode-se também utilizar a regra de Cauchy para determinar o intervalo

de convergéncia de uma série inteira de Poténcia. Obtem se entao:

Re—— 1 (2.18)

lim {/|ay|

n—oo

2.6 Derivacao e Integracao de Séries de Poténcias

A soma de uma série de poténcias é uma funcao f(xz) = >~ ¢, (z — a)™ cujo dominio é o
intervalo de convergéncia da série. O teorema a seguir diz que podemos derivar ou integrar a
cada termo individual na série, como fariamos para um polinémio. Isso é chamado derivagao
e integracao termo a termo.

Teorema 2.6.1 Se a série de poténcias Y > c,(z — a)" Y ¢,(x — )" tiver um raio de

convergéncia R > 0, entao a fungao f definida por
f(x) =co+ci(z—a) +c(x — a)? chx—a

¢ diferencidvel (e portanto continua) no intervalo (a — R,a + R) e

1) fl(x) = +2c(x —a) +3cs(x —a)* + - = o0 nep(z —a)" !

(i) [ fla)do = C -+ ofe =) 4 552 4 52

1

—C—l—ch x_a%

Os raios de convergéncia das séries de poténcias nas Equagoes (i) e (ii) sdo ambos R.

2.7 Funcoes aproximaveis

Definicao 2.4. Funcoes aproximaveis referem-se a classes de funcoes matematicas para as
quais é possivel encontrar representacoes analiticas ou polinomiais que se aproximam da funcao
original em uma determinada regiao. Essas aproximacoes sao frequentemente obtidas por meio
de métodos como séries de Taylor, polindmios de interpolacao ou outras técnicas de teoria de

aproximagao|2].
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2.7.1 Aproximagao Local

Definicao 2.5.1A aproximacao local refere-se a representacao de uma funcao em torno de um
ponto especifico em seu dominio, destaca-se a importancia da aproximacao local ao desenvolver

séries de poténcias para fungdes analiticas em torno de um ponto [2].

2.7.2 Aproximacao Global

Definicao 2.6.2 A aproximacao global refere-se a representacao de uma funcao em uma escala

maior, muitas vezes em todo o seu dominio ou em intervalos extensos [11].

2.8 Erro de Aproximacao

Definicao 2.8.1 O Erro de Aproximacgao ¢ a diferenca entre a solucao exacta de um problema
e a solucao aproximada que obtemos por meio de um método numérico
Seja f(z) uma fungao exacta e P(x) a aproximagao de f(z), o erro de aproximagao E(z)

pode ser expresso como:

E(z) = f(x) — P(x) (2.19)

Esse erro pode ser avaliado em diferentes contextos, como erros absolutos, relativos, e no

caso de séries de aproximagao.

2.9 Tipos de Erro de Aproximacao

2.9.1 Erro Absoluto

O Erro Absoluto é a diferenga entre o valor exacto e o valor aproximado. Se f(x) é o valor

exato e P(z) é o valor aproximado, o erro absoluto é dado por:

Erro Absoluto = |f(x) — P(x)| (2.20)

Por exemplo, se f(z) = 3.14159 e P(z) = 3.14, o erro absoluto é:

|3.14159 — 3.14| = 0.00159

2.9.2 Erro Relativo

O Erro Relativo é o erro absoluto dividido pelo valor exato, expressando a magnitude do erro

em relacao ao valor exacto:
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|f(x) = Px)|
|/ ()]

Por exemplo, para f(x) = 3.14159 e P(z) = 3.14, o erro relativo é:

Erro Relativo = (2.21)

3.14159 — 3.14| ~ 0.00159

- ~ 0.000506
314159 3.14159

2.9.3 Erro de Truncamento

Quando aproximamos uma fungdo ou processo por uma série infinita (como uma série de
poténcias ou uma série de Taylor), o erro de truncamento é o erro introduzido ao cortar a
série apés um numero finito de termos [3].

Para uma série de Taylor, o erro de truncamento R, (z) apdés n termos é dado por:

By (x) = f(x) = Po(x) (2.22)

Onde P,(z) é a aproximagao obtida com n termos da série. Uma expressao geral para o erro

de truncamento pode ser dada pelo resto de Lagrange:

f0(E)

CESO (x —c)" ™ (2.23)

R, (z) =

Onde ¢ ¢é algum ponto entre c e x, e f"T(€) é a (n + 1)-ésima derivada de f(x) em &.

2.9.4 Erro de Aproximacao Global

O erro global refere-se ao erro total acumulado quando uma fungao é aproximada ao longo de um
intervalo. Para um intervalo [a, b], o erro global pode ser descrito como o erro de truncamento

total, considerando todas as aproximacoes feitas ao longo desse intervalo.

2.9.5 Erro de Interpolacao

Quando usamos interpolacao para aproximar uma funcao, o erro de interpolacao é dado pela
diferenca entre o valor exacto da funcao e o valor obtido pela interpolagao em um ponto. Para

uma interpolagao polinomial de grau n, o erro de interpolagao pode ser expresso como[10]:

(1) (g 1
Bw) = 1(0) - Pufe) = o TG - ) (220

Onde z; sao os pontos de interpolagao e £ é algum ponto no intervalo de interpolacao.
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Capitulo 3
Polinomios de Aproximacao

Neste capitulo, abordaremos a teoria relacionada aos polinémios de aproximacao, iniciando
com a definicao do termo interpolacao polinomial e a apresentacao do polinémio interpolador,
destacando o teorema que garante sua unicidade. Em seguida, exploraremos os principais
métodos de interpolacao, incluindo os métodos de Lagrange, Newton, Hermite e Chebyshev.
Por fim, faremos uma introdugao ao método dos minimos quadrados, ampliando a compreensao
sobre técnicas de ajuste de funcoes.

Definigao 3.1.1 Seja f : I — R uma funcao real definida em um intervalo I C R. Um

polinémio de aproximagao de f é um polinomio P,(x) de grau n, tal que

Po(z) = ag + ai(x — m0) + ag(z — 20)* + - - - + an(z — 20)",

construido de forma a aproximar f(z) com um erro minimo em torno de um ponto zy € [

ou em todo o intervalo I.[6].

3.1 Interpolacao Polinomial

Definigao 3.1.2 A interpolagao polinomial é uma técnica utilizada para estimar valores inter-

medidrios de uma fungao com base em um conjunto discreto de pontos conhecidos [4].

O objectivo da interpolag¢ao polinomial é aproximar uma funcao f(z) por um polinémio p(z)
de grau menor ou igual a n, sendo n + 1 a quantidade de pontos distintos conhecidos, isto é,

(xO; f(l’o))v (Ilu f(x1)>7 R (xnu f(13n>>7 tal que

p(z;) = f(z;), 1=0,1,2,...,n.

Nos nos de interpolacao, o valor do polinomio é igual ao valor da funcao a ser interpolada.

Assim, se p(z) = ap + a17 + asx® + -+ - + ap_ 12" + a, 2", com a; € R, Vi =0,1,2,...,n, temos
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o sistema:

;

p(Io) = ag+ a1xy + CL2.I‘(2) +tapal = f(l‘o)
p<l’1) =ag+ aixr; + @233% + o bt = f(ml)
p(x) = ag + a1y + agx3 + -+ + apxh = f(x2)

| p(0) = a0 + @120 + a2}, + -+ + anay = f(an).

Em forma matricial:

1z af 5| | @o f(xo)
1z 22 ... 27| |a f(zq)
1 zy 23 b | |az| = | fag) (3.1)
1z, 22 ... 27| |an f(xn)

Neste sistema, temos n + 1 equacoes e n + 1 incdgnitas. Essas incognitas sao os coeficientes
a;, com 0 <¢ < n.

Para determinar os coeficientes de:

p(z) = ag + a1w + agx® + - + ap_ 12" 4 apa”,

basta resolver o sistema linear (3.1) , o que pode apresentar dificuldades se n for sufientimente

grande.

Exemplo 3.1.1. Obter o polinémio que interpole uma fungdo conhecida nos pontos f(—1) =1,
f(1)y=2¢€ f(2) = =1, comn =2. Os nds de interpolagao sio —1,1,2.

Iremos interpolar esta fungao por um polinémio p(x) de grau menor ou igual a 2, uma vez que
temos 8 pontos conhecidos. Montamos o sequinte sistema de equagoes: Se p(x) = ag+ayx+asx?,

montamos o sistema:
p(—l) :ao—a1+a2 =1

p(l):a0+a1+a2:2
p(2) :CLO+20,1+4CL2 = —1

Equivalente a:

ap+ a1 +ay =2
0+2a;+0=1
0+3a1—|—3a2:—2
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Resolvendo o sistema:

CLO+CL1—|—CL2:2
O+2a1+0:1:>a1:%
04+0+43a;=—%=a;=—¢

Dai, obtemos:

8
apg — g
Assim, o polinomio interpolador é:
8 1 7,
T)=—-+=-xr— =z
FEsse polinomio interpola f(x) nos pontos xog = —1, x1 =1 e x5 = 2.

Gréfico do polinémio interpolador

20 | px) =5 +3x = x?
2+ oy x  Pontos interpolados

(2\-1.0)

Figura 3.1: Grafico do Exemplo 3.1.1

3.1.1 Existéncia e Unicidade do Polinémio Interpolador

Teorema 3.1 Dada uma funcao real f : [a,b] C R — R e dados n + 1 pontos xg, z1, . .

(3.2)

S Tp

distintos dois a dois no intervalo fechado [a, b], existe um tinico polinomio de grau até n, p(x) =

ap + a1x + - -+ + a,x, tal que p(z;) = f(z;), para todo i, 0 < i < n [9].

Demonstragao. Seja p(x) um polindmio de grau no maximo n da forma:

p(z) = ap + a1z + asx® + - + a2
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Impor que p(z) satisfaga p(x;) = f(z;) para cada i = 0,1,...,n leva ao seguinte sistema

linear:

r
P(l’o) = ag + a1xg + @2333 4+ ..+ &nxg — f(mo)

p(x1) = ap + a2y + agx? 4 - - - + a2t = f(11)
) (3.3)
| P(0) = a0 + @120 + a2}, + -+ + anay = f(an).
Este sistema pode ser escrito em forma matricial como:
1 zg 2% ... 0| |ao f(xo)
1z 22 ... 2" |o f(x
t ot | | s o
1z, 22 ... 27| |an f(xn)
A matriz dos coeficientes é a matriz de Vandermonde associada aos pontos g, 1, ..., Ty,:
1z a3 ... af
1 2 22 ... v
v=| T (3.5)

Sabemos pelo Teorema 2.1 que o determinante de Vandermonde é dado por:

det(V)= [ (z;—=). (3.6)

0<i<j<n

Como os pontos g, x1,...,2, sao distintos dois a dois, temos z; — z; # 0 para i@ # j, o que

implica que det(V) # 0. Assim, a matriz V ¢ invertivel, garantindo que o sistema tem uma
unica solucao para os coeficientes ag, aq, ..., a,.

Portanto, existe um tnico polinémio p(x) de grau no méximo n que satisfaz p(z;) = f(z;)

para todos ¢t = 0,1,...,n. O

3.2 Meétodos de Interpolacao Polinomial

3.2.1 Interpolacao de Lagrange

Definicao 3.2.1 Seja f(z) definida em um intervalo [a,b] contendo (n + 1) pontos distintos:
Lo, X1y .oy Tpy €Y = f(;), parai=0,1,...,n.

Representa-se o polinémio de grau < n que interpola f(x) em xg, 1, ..., x, pela forma: [12].

22



CAPITULO 3. POLINOMIOS DE APROXIMACAO

P(z) = yi- Li(z) (3.7)
i=0
onde:
e n é 0 nimero de pontos conhecidos;
e y; sao as ordenadas desses pontos;
L - t—t; .
o Li(x) =]z tht; &

0, sek#1i

1, sek=1

Exemplo 3.2.1. Suponha um agricultor que descobriu algum minério em suas terras, e ele
precisa decidir se abandona a agricultura para dedicar-se a minerag¢ao nas suas teras, para tal
ele deve saber quais sao as despesas que terd ma mineracao adicionalmente deve comparar os
ganhos da agricultura com os ganhos possiveis da mineragcao. Vamos supor que o agricultor

tirou um faiza de 1 km da sua terra e separou em amostras de 250 m, como mostra a tabela

abaizo:
Ntmero da amostra | Concentragao do minério(kg/m?)
0 0.5
1 0.8
2 0.3
3 1
4 0.7

Tabela 3.1: Tabela 1- Valores das Concentragoes encontradas em cada amostra

A pergunta a ser respondida € oque acontece com a concentracao de minério nos 250 m que
separam cada amostra. Podemos usar a interpolacdo de Lagrange de forma a acharmos um
polinomio que passa por todos os pontos,

Vamos usar a intepolacao de lagrange para achar a fungao.

Passo 1: Entendendo o Problema

Dado um conjunto de pontos (xo, o), (T1,Y1)s- - -, (Tn,Yn), 0 objetivo € encontrar o polinémio

de interpolag¢ao de Lagrange P(x) que passa por todos esses pontos.

Os pontos fornecidos sao:

(0,0.5),(1,0.8),(2,0.3),(3,1), (4,0.7)

Passo 2: Formula do Polinémio de Lagrange

O polinomio interpolador de Lagrange € dado por:
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P(z) = yi- Li(z) (3.8)
i=0
Onde L;(x) sao as fungoes base de Lagrange, definidas como:
L or—
Li(x) = J :
@)= 11 .= (3.9)
J=0,j#i /

Aqui, n € o nimero de pontos menos 1 (n = j neste caso).
Passo 3: Calculando as Fungoes Base L;(x)
Vamos calcular cada L;(x) para os 5 pontos.

Para i =0:

(x — 1) (x — 22)(x — 23) (T — 24)
(zo — 1) (w0 — x2) (w0 — w3)(T0 — 4)

Lo(z) =

Substituindo os valores dos pontos:

Lo(z) = (0 — —5)0=3)(0—1)
Calculando:
Lo(a) = @ Ve =D = Ya =4
Para i =1:
— (x —0)(x —2)(z — 3)(x —4)
Ly(z) = (1—0)(1—2)(1—3)(1—4)
Calculando:
o) = @A =2e = =)
Para 1 = 2:
_(@-0)(=-1)(=-3)(z—4)
Ly(z) = (2—-0)(2—-1)(2-3)(2—4)
Calculando:
Lo(z) = (z)(z — 1)(:— 3)(z — 4)
Para v = 3:
Lyz) = @ 0@ =D =24
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Calculando:
Ly(x) = (2)(z — 1)(1’6— 2)(z —4)
Para i =4:
(2 =0)(z—1)(z —2)(x —3)
MO = ga-na— gy
Calculando:
La(x) = (2)(z —1)(z — 2)(z — 3)

Passo 4: Construindo o Polinémio P(x)

Agora, substituimos os valores de L;(x) e y; na formula do polinémio de Lagrange:

P(z) =yo- Lo(x) +y1 - Li(w) +y2 - La(x) +y3 - La(x) + ya - La(x)

Substituindo os valores de y;:

P(z) =05 Lo(x) +0.8- Ly(x) + 0.3 - Ly(x) + 1 - Ly(x) + 0.7 - Ly(x)

Passo 5: Fxpansao e Simplificacao

FEzxpansao e simplificacdo dos termos resulta no polinomio final:

P(z) = —0.175z" 4 1.38332% — 3.3252° 4 2.4166z + 0.5

Grafico da Funcdo e Pontos

— P(x)
/\/\ s Pone
. /

T T T T T T
-1 0 1 2 3 4 5
X

Figura 3.2: Gréfico da Interpolacao de Lagrange

No exemplo acima, das concentragbes de minério, p(x) é a funcdo que relaciona distancia

(ou o numero da amostra) e quantidade de minério. O problema é que para conhecer o com-
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portamento dessa fung¢ao em todo o dominio, precisariamos medir as concentragoes de minério
por todo o quilometro de terra que estamos estudando. Entao, uma atitude razoavel é tentar
descobrir uma aproximagcao para esse comportamento que nos ajude a tomar decisoes sobre os
investimentos na extragao do minério.

E possivel utilizar o Interpolador de Lagrange para funcoes de duas varidveis, mas, ele
precisa ser estendido para duas dimensoes. Essa extensao é conhecida como Interpolagao de
Lagrange Bidimensional.

Se tivermos uma fungao f(z,y) definida em um conjunto de pontos (z;,y;) e conhecemos

seus valores f; ; = f(z;,y;), podemos construir um Polinémio interpolador na forma:

P(a,y) =Y > flwiys) Li(x)M;(y)

i=0 j=0

onde: - L;(x) sado os polinomios de Lagrange na variavel x:

Ll(x):H T — T

r, — T
k0 *° k
k#1

- M, (y) s@o os polinomios de Lagrange na variavel y:

T Y= Ul

M;(y) = —
—o i — Y
I£]

Exemplo 3.2.2. Vamos interpolar uma fun¢ao f(x,y) utilizando os pontos (1,0), (0,1) e (0,0)
com os valores correspondentes f(1,0) = 0, f(0,1) =0 e f(0,0) = 1, usando Interpolacao
de Lagrange Bidimensional.

Passo 1: Formula Geral da Interpolacao de Lagrange Bidimensional O po-

linomio interpolador de Lagrange para funcoes de duas varidveis € dado por:

P(z,y) =Y > flaiyy) Li(z)M;(y)

i=0 j=0
Passo 2: Construindo os Polinémios de Base Temos os trés pontos (zo,yo) = (1,0),
(x1,y1) = (0,1) e (z2,9y2) = (0,0), e queremos encontrar o polinémio interpolador P(x,y).

Os polinomios de base de Lagrange em duas varidveis $ao:

(z—0)(y—1)
(z—1)(y—0)
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(zr-D(y -1
(0—1)(0—-1)

L2(x7y> =

Agora substituimos os valores de f(z,y):

P(z,y) = f(1,0)Lo(z,y) + f(0,1)L1(z,y) + f(0,0)La(z, y)

P(;E,y) = LQ('rvy>

Calculamos Ly(x,y):

Ly(z,y) = (x —1)(y — 1)

Passo 3: Polinomio Interpolador Final

P(z,y)=(z - 1)(y — 1)

Ezxpandindo:

Plz,y)=aoy—xz—y+1

Conclusao

O polinomio interpolador que passa pelos pontos (1,0), (0,1) e (0,0) com os valores dados é:

Plz,y)=zy—xz—y+1
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Interpolagdo de Lagrange para Duas Varidveis

@ Pontos dados

Figura 3.3: Interpolagao de Lagrange da fungao P(x,y) =xy-x-y + 1

3.2.2 Interpolacao de Newton

A Interpolagao de Newton trata-se de uma férmula alternativa mais eficaz do que as outras
formas de interpolacoes ja apresentadas para o calculo do polinomio interpolador, ela é baseada
numa construcao sucessiva a partir dos polinomios de graus inferiores. Antes de demonstrar a

formula da Interpolagao de Newton é preciso que fagcamos um estudo sobre Diferencas Divididas.

Diferencgas divididas

As diferencas divididas sao razoes incrementais e constituem aproximacgoes discretas de deriva-
das, desde que se utilizem pontos suficientemente proximos. No caso que nos interessa, iremos
utilizar os nés (pontos) de interpolacao que podem estar bastante afastados. Veremos que para
funcoes regulares é possivel estabelecer uma relagao entre o valor de uma diferenca dividida e a

derivada num certo ponto.

Seja f uma fungao definida em [a, b] C R e g, 21, Z2, .. ., x, pontos distintos desse intervalo.
A funcao:
ZT; — ZT;
i win] = Ll 0 (3.10)
Tig1 — T4

Chama-se diferenga dividida de primeira ordem de f relativamente aos argumentos z;, x;,1.
As diferencas divididas de ordem superior definem-se recursivamente. Assim, define-se a
diferenca dividida de ordem n relativamente aos argumentos f[z;] = f(z;),

com a seguinte ordenacao ¢ = 0,1,2,...,n, por:

flwizr, o wn] = flos, o D]
Tp — T i

f[xia Lijg1y. - 7wi+n] =
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onde f|x;, zit1,...,x,] é a diferenga dividida de ordem n da funcdo f nos pontos g, 1, . .., Ty.

O calculo das diferencas divididas de diferentes ordens pode ser sistematizado por uma tabela:

Tabela 3.2: Tabela de Diferengas Divididas de Newton

Z; f[%] f[iUz‘, $i+1] f[xi, Tit1, 96i+2] f[l'z‘, Ligfly--- JTJ
To | Jo
| ho| 20
- f Jo— N1 f[ffhxz]—f[ﬂ?o,%]
? ? Lo — X Lo — Tg
T f J3—fo f{$27133] —f[$1,132] f[$1,$2,$3]—f[$0,$1,$2]
’ ’ T3 — X9 T3 — T T3 — Tg
. ; Ja— f3 f[9537$4] —f[I2,$3]
! ! Ty — T3 Ty — T2
flet, o xn] — flro, - Tnei]
Lp — Xg

Analisando a tabela acima podemos concluir que:
e Cada coluna é construida a custa da coluna anterior;

e Com (n+ 1) pontos podemos construir n diferencas divididas de primeira ordem, (nl) de

segunda ordem e assim, sucessivamente, até a uma diferenca dividida de ordem n.

Foérmula do Polinémio de Newton das Diferengas Divididas

Vamos de forma simples e direta demonstrar como se obtém o polinomio interpolador de Newton
com as diferencas divididas:

Seja,

P.(x) =ay+ a1(x — xo) + as(x — xp)(x — 1) + -+ an(x —20) ... (T — 2p_1) (3.11)

0 unico polinémio interpolador de f nos nés de interpolagao xg, 1, . .., x, de grau menor ou
igual a n, com ag, ay, ..., a, constantes desse polinomio.

Como ja foi visto, que podemos determinar as diferencas divididas de forma que sejam
coeficientes de um polinomio. Agora, iremos fazer uma aplicacao direta com as diferencas
divididas em um polinémio qualquer para chegarmos a férmula do polinomio interpolador de
Newton.

Para determinar o ag, note-se que, se P,(z) pode ser descrito na forma (3.10), temos que:
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ag = Pp(x0) = f(wo).

De forma andloga, temos que a; pode ser determinado calculando P, (z) no ponto x;. Assim,

f(xo) + ar(x — x9) = Pu(x1) = f(x1) = a1 = flxo, x1].

Prosseguindo no mesmo raciocinio, é possivel provar que:

ar = flro,x1,...,x], comk =123 ... n.

Por conseguinte, podemos escrever o polinomio interpolador de Newton da seguinte maneira:

Pu(z) = f(x0) + flzo, 11)(x — w0) + fl0, 21, T2) (T — 20) (T — 71) + . ..
+flxo, T1, 29, . .., Ty (x — x0) .. (T — Ty q).

Simplificando o polinomio, chegamos a férmula do polinomio de Newton com as diferencas

divididas:

P,(z) = f(xo) + Zf[xo,xl, ozl | e = ).

i

I
o

Notemos ainda que, para encontrar o polinémio de grau (n+ 1), basta utilizarmos a férmula:

Poyi(x) = Pu(z) + floo, 21, T2, - -+, Ty H(i’f — ;).
i=0

(2

Exemplo 3.2.3. Suponha o sequinte Problema: Vocé tem as sequintes temperaturas medidas

durante o dia:

o As 8h: 15°C (ponto (8,15))
o As 12h: 20°C (ponto (12,20))
o As 18h: 16°C (ponto (18,16))

O objetivo é prever a temperatura as 14h, usando o polinomio interpolador de Newton.

Passos

1. Pontos conhecidos

Temos os pontos (xo,y0) = (8,15), (x1,11) = (12,20) e (x2,y2) = (18, 16).
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2. Calculo das Diferencas Divididas

As diferencas divididas sao calculadas da sequinte forma:
flwo] = yo =15

_ _ 212
o) = = = Ta—g 1 M
Yo — U1 16 — 20 —4
flos ] = e = R~ G

f['r()vmlalé] — — —

~ —0.1917
To — X 18—8 10

3. Polindmio de Newton

Usando as diferencas divididas, o polinomio de Newton € construido da sequinte forma:

P(@ = f[xo] + f[xowl](l’ - Io) + f[l’o,xh xz](x - l‘o)(I - 961)

Substituindo os valores:
P(z) =15+ 1.25(x — 8) — 0.1917(x — 8)(x — 12)

4. Previsao da Temperatura as 14h

Agora, vamos calcular a temperatura prevista para x = 14.

P(14) = 15+ 1.25(14 — 8) — 0.1917(14 — 8)(14 — 12)

P(14) = 15+ 1.25(6) — 0.1917(6)(2)

P(14) = 15+ 7.5 — 0.1917(12)

P(14) =15+ 7.5-23

P(14) = 20.2C
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Resultado

A previsao de temperatura para as 14h € aproximadamente 20.2°C.

Vamos trazer uma ilustracao grafica.

Interpolacdo de Newton - Previsdo de Temperatura

20
19 A
o
‘E 18 |
2
e
[+F]
(=N
IS
@ 17 A
16
—— Polindmio de Newton
® Pontos conhecidos
15 4 ® Previsdo (14h, 20.20°C)
T T T T T T
8 10 12 14 16 18
Horario (h)

Figura 3.4: Interpolacao de Newton

Exemplo 3.2.4 Neste exemplo, usamos a interpolagao de Newton para prever a temperatura
em um horario intermediario, onde nao tinhamos dados de medicao diretos, adicionalmente te-
mos a ilustracao de como a interpolacao de Newton pode ser usada para construir um polinomio
que passa por um conjunto de pontos dados, e como as diferencas divididas sao calculadas para
formar esse polinomio.

Assim, como foi feito na interpolagao de Lagrange, usaremos o mesmo Exemplo 3.2.2 para
mostrar o comportamento da Interpolacao de Newton bidimensional.

Passo 1: Organizacao dos pontos Os pontos fornecidos sao:

(1,0), (0,1), (0,0)

E os valores da funcao nesses pontos sao:

f(1,0)=0, f(0,1)=0, f(0,0)=1.
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Passo 2: Construgao da Tabela de Diferengas Divididas A interpolacao de Newton
bidimensional pode ser obtida a partir da interpolagao unidimensional aplicada duas vezes.
Passo 2.1: Diferencas Divididas em x Organizamos os valores de f(z,y) para diferentes

valores de z:

(z,y) | f(z,y)
(1,
0

Y

—_ Ol

)
)
)
)

(0,0

Agora, calculamos as diferencas divididas em relacao a x:

f(O,l)-f(l,O)_O—O_O
0—1 S 0-1

f[%,xl] =

flx1, xe] = f0 03 : g((), D = 3:8 (indeterminado)

Como um dos pontos se repete em x, devemos reformular considerando a interpolagao em y

também.
Passo 3: Construgao do Polinéomio de Newton Bidimensional O polinomio de New-

ton bidimensional é dado por:

P(x,y) = f(x0,y0) + flz1, 2ol(x — w0) + fly1, vl (¥ — yo) + fl1, Zo, Y1, Yol (v — 20) (¥ — Yo)

Substituindo os valores conhecidos:

P(z,y)=1+0(zx—0)+0(y—0)+ (=1)(z —0)(y — 0)

Pa,y) =1 - .

Resultado Final O polinomio interpolador de Newton bidimensional que passa pelos pontos

dados é:

P(z,y) =1—uay.
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Grafico da fungao P(x, y) = 1 - xy

Figura 3.5: Grafico da funcao Bidimencional

Esse polinomio satisfaz:

e P(1,0) =1—(1)(0) =0, correto;
e P(0,1) =1—(0)(1) =0, correto;
e P(0,0) =1—(0)(0) =1, correto.

Comparacao dos Métodos

Os polinomios interpoladores obtidos pelos dois métodos foram:
e Newton: Py(z,y) =1 — xy;
e Lagrange: Pp(z,y) = (1 —z)(1 —y)

Distribuindo Py (z,y):

Pp(z,y) =1-2—y+uzy.

Perceba que os polinomios sao equivalentes, pois:

Py(z,y) =1—xy
Pr(z,y) =1—2x—y+zy.

Embora a forma seja diferente, ambos representam superficies que passam pelos pontos

dados. Isso mostra que tanto a interpolacao de Newton quanto a de Lagrange levam ao mesmo
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resultado, apenas escritos de maneiras diferentes. Adicionalmente, ambos os métodos fornecem

polinomios semelhantes, provando que a interpolacao é tinica para um dado conjunto de pontos.

3.2.3 Polinomios de Hermite

Uma modificagao para a técnica de interpolagao de Lagrange ¢é interpolar os valores da fungao
e da sua derivada em um conjunto de pontos. Esse procedimento da origem a interpolagao de
Hermite. A ideia é representar uma fungao por um polinomio que seja interpolador de f em
alguns pontos de seu dominio e que sua derivada seja interpolada nesses mesmos pontos [1].

Entao, supondo que f seja diferenciavel, serd preciso achar um polinomio H tal que:

fz:) = H(z;)
f'(x;) = H'(x;), comi=0,1,...,n

Quando tal circunstancia acontece, diz-se que as funcoes f e H osculam 2 vezes pelos pon-
tos z;. A interpolagdo de Hermite tem essa propriedade osculadora que permite uma melhor
aproximacao da funcao. A obtencao do polinomio pode ser feita de vérias formas.
E possivel através do polinomio interpolador de Lagrange e suas derivadas e com o polinémio
de Newton. Por praticidade, sera utilizado o polinémio interpolador de Newton neste trabalho.
Seja f € C*"*%([a,b]) e xg, 1, . . ., T, pontos distintos em [a,b]. Existe apenas um polinémio

Hs, 1 de grau menor ou igual a 2n + 1 que verifica:

f(xi) = H(;)

(3.12)
f(z;) = H (z;), comi=0,1,...,n
Considere 2n + 2 pontos xg, xg, 1, 21, - . ., Tn, T,. Pode-se constatar que o polinomio de grau
2n + 1 é dado por:
H(z) = flzo] + flxo, xo)(x — o) + flz0, Zo, 21| (2 — $0)2
+ flxo, 20, 21, 1] (2 — 30)* (2 — 1) (3.13)

4o flwo, w0,y 2, ) (T — 20) (0 — 1)L (2 — 2,)?

Verifica as condigoes dadas em (3.11), onde as diferengas divididas precedem os resultados:

_ f(r)(xi)

rl

flzi, ziy ..., @] , para r+ 1 pontos (3.14)

Sendo que:
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flzi, ;] = lim flz, x;]

flzi,x;] = lim f(z) = f(z:) (3.15)

flai @] = f'(2:)
Assim, o polinomio interpolador de Hermite de grau 2n — 1 é dado por:
Han 1 () = flwo] + flao, mo](x — 20) + flzo, To, 21](x — o)
+ flwo, w0, 21, 11](2 — 20) (2 — 1)
o flro, To, -y Ty T (2 — 20) 2 (2 — 1)L (2 — 20) % (2 — 2)

Uma forma prética de construir H(s,_o)(x) é através de uma tabela estendida de diferencas

divididas. O procedimento segue os passos:

1. Duplicar os pontos: Cada ponto z; aparece duas vezes na tabela, uma para f(x;) e

outra para f’(x;).

2. Construir a tabela de diferencas divididas:

e As diferencas de primeira ordem sao calculadas usando a derivada:
/
flzi,zi] = f'(x:)
e Outras diferencas sao calculadas normalmente.

3. Obter o polinémio por Newton:

Hon_1(z) = flao] + flwo, 21)(x — 20)? + flwo, o1, 2] (x — xo) (x — 21)> + . ..

Exemplo 3.2.4. Neste exemplo, interpolamos a fun¢ao f(xr) = cosx nos pontos xg = 0 e
x1 = %, levando em consideragao também os valores da derivada f'(x).

Os pontos fornecidos sao:

e 19p=0, com f(0) =cos(0) =1 e f'(0) = —sin(0) = 0.

o 7y =71, com f(T) =cos(Z) =L ¢ f/(T) = —sin(%) = —

=

Nosso objetivo € encontrar o polinomio interpolador de Hermite Hs(x) que satisfaca:

15(0) = £(0), Hy(7) = 1():
H3(0) = f'(0), Hg(%) - f/(%).
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Construcao da Tabela de Diferencas Divididas A interpolacio de Hermite usa uma

tabela estendida, onde cada x; € repetido e incluimos as derivadas:

x f(JJ) f[Ii, l‘z‘+1] f[iUz‘, Li4+1, $i+2] f[$i7 Tit1, Tit2, l’z‘+3]
0| 1 0 ﬁ 22

0 1 0

T | V2 V2 _ 242

4 2 27 /4 w2

™| V2 _ V2

4 2 2

Os coeficientes do polinomio sao extraidos da tabela:

ag = 1,
ay :07
V2
ay = ——
27T or /4
2+ V2
as — .

Construcao do Polinomio de Hermite A forma do polinomio interpolador de Hermite

usando a formula de Newton é:
H3(z) = ag + ai(x — m0) + ao(x — 20)* + as(z — 20)*(x — 7).

Substituindo os coeficientes:

Hs(x) =14 0(z —0) + (ﬁ) (z —0)2 + <_

FEste polinomio Hs(x) aprozima a fungdo cosx com maior precisio do que a interpolagdo de

2+ \/§ 9 T
-0 - —).
s ) @-0P-T)
Lagrange, pois considera também as informacgoes da derivada.

Exemplo 3.2.5. Vamos interpolar a func¢ao f(x) = Ilnz no intervalo [1,2], considerando
também sua derivada, utilizamos a interpolacao de Hermite para garantir um melhor ajuste.

Os pontos fornecidos sao:

e zp=1, com f(1) =1In(1) =0 e f'(1)
e 71 =2, com f(2) =In(2) e f'(2) = 3.

Nosso objetivo € encontrar o polinémio interpolador de Hermite Hs(x) que satisfaga:

Hs(1) = f(1), H3(2) = f(2),
Hy(1) = f'(1), Hy(2) = f'(2).
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Construcao da Tabela de Diferencas Divididas A interpolacio de Hermite usa uma

tabela estendida, onde cada x; € repetido e incluimos as derivadas:

x| f(x) | flrzia] | flvs, T, wiga] | flTi, Tigr, Tiva, Tiys)
11 0 1 In2—1 3 _2In2

1 0 1

2| In2 In2 % —In2

2| In2 %

Os coeficientes do polinomio sao extraidos da tabela:

GOZO,

CL1:1,

as =In2 —1,
3

as = 5 —2In2.

Construgao do Polinémio de Hermite A forma do polinomio interpolador de Hermite

usando a formula de Newton é:
Hs(z) = ag + a1(x — x0) + as(x — 20)* + as(z — 20)*(x — 1).

Substituindo os coeficientes:
Hiy(x) =0+ 1(z — 1)+ (In2 - 1)(z — 1)* + <g — 21n2> (x —1)*(x —2).

FEste polinomio Hs(x) aproxima a fungdo Inx com maior precisio do que a interpolagdo de

Lagrange, pois considera também as informacgoes da derivada.

3.2.4 A Interpolacao de Chebyshev

Definicao 3.2.4. A interpolacao de Chebyshev é um método de interpolacao que utiliza os
pontos de Chebyshev como nés de interpolagao. Os pontos de Chebyshev sao os zeros do
polinémio de Chebyshev de primeira espécie T, (z) no intervalo [—1,1]. A interpolagao de
Chebyshev é especialmente eficaz na reducao do erro de interpolacao em comparacao com a
interpolacao de pontos igualmente espagados, especialmente para fungoes nao suaves.[1]

Os pontos de Chebyshev em [—1, 1] sdo dados por:

X), = Cos (f{jjjl))’f) . k=0,1,...,n.(3.16)
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onde k =1,2,...,n.
O polinémio interpolador de Chebyshev P(x) de grau n é dado pela férmula:

P(x) = fzi)l(x), (3.17)

onde f(z) é o valor da fungao nos pontos de Chebyshev xy.

A interpolagao de Chebyshev é especialmente 1til quando se deseja minimizar o fenomeno
de Runge, que é o aumento do erro de interpolacao nos extremos do intervalo quando se utiliza
uma interpolacao polinomial de pontos igualmente espacados, como nos métodos de interpolagao
de Lagrange ou Newton. Isso ocorre especialmente quando a fungao a ser interpolada possui
derivadas elevadas ou é muito oscilante.

Ao usar os pontos de Chebyshev como nés de interpolacao, a interpolacao de Chebyshev
distribui os nés de forma a minimizar o erro maximo de interpolagao. Isso resulta em uma melhor
aproximagao para a fungao original em comparacao com métodos de interpolacao tradicionais.

No entanto, é importante notar que a interpolacao de Chebyshev pode ser mais complexa
de implementar do que métodos de interpolagao mais simples, como a interpolacao polinomial
de Lagrange. Além disso, a escolha do niimero de pontos de Chebyshev n também é um fator

critico que afeta a precisao da interpolacao.
Exemplo 3.2.6. Vamos Interpolar a funcdo de Runge.

1

Usaremos um polinomio interpolador de grau n = 4 com nos de Chebyshev. Passo 1:

xr € [-1,1]

Escolher os nés de Chebyshev

Os nos de Chebyshev para um polinomio de grau n sao dados por:

T} = COS M , k=0,1,...,n.
2(n+1)

Para n =4, calculamos:

2(4+ 1) 10
£1 = cos ((2(12)(;1”) — cos <?1’—7OT) ~ 0.5878
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Ty = COS (%) = cos <%) ~ —0.9511

Agora, avaliamos a fungdo f(x) nesses pontos:

1

(o) = FO951) = 5z = 0042
1
F(00) = FOI8T8) = ez =~ 0.103
1
f(z2) = £(0) = T3 250)0 =1

flzs) = f(—0.5878) = f(0.5878) ~ 0.103

Flzg) = F(=0.9511) = £(0.9511) ~ 0.042

Passo 2: Construgcao do Polinomio Interpolador de Lagrange O polinomio de

Lagrange é:

Py(x) = Z f(xx)li(z),

k=0

onde os polinomios basicos de Lagrange sao dados por:

Tk~ T
Ik
Cadlculo dos Polinémios (i(x) Os polinomios {(x) sio calculados individualmente. Para

k =0, por exemplo:

(x —z1)(x — z2)(x — z3) (T — 24)
(zo — @1)(z0 — @2) (w0 — 23)(T0 — T4)

Eo(ZL‘) =

Ao expandirmos para os outros indices k, obtemos:

lo(r) = 0.289(z* — 0.9512* — 0.8092% 4 0.951z + 0.289)

(1 (x) = —0.519(z* — 0.5882% — 1.1072 4 0.588x + 0.519)

lo(x) = 0.815(z* — 1.022* + 0.815)
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l3(x) = —0.519(z* + 0.588z% — 1.1072* — 0.588x + 0.519)

04(7) = 0.289(z* + 0.9512° — 0.8092 — 0.951z + 0.289)

Montagem do Polinémio

Agora, multiplicamos pelos valores de f(xy):

Py(x) = (0.042)0o(z) + (0.103)0 () + (1.0)la(z) + (0.103)f5(x) + (0.042)¢4(x).

FEzxpandindo os coeficientes, obtemos:

Py(z) =~ 1 — 6.822% + 6.562".

Exemplo 3.2.7. Vamos considerar um exemplo de interpolacao de Chebyshev para ilustrar
como funciona esse método.

Suponha que queremos interpolar a fungao f(x) = sin(z) usando interpolagao de Chebyshev.
Para isso, escolheremos um niumero especifico de pontos de Chebyshev como nds de interpolacao.

Passo 1: Escolha dos Nos de Chebyshev Os nos de Chebyshev para um polinomio de

(2k+ 1w
= - =0,1,...,n. 1
Ty = COS ( TEEA kE=0,1,...,n (3.18)

grau n sao dados por:

Para n =4, temos cinco nos:

Ty = COS (%) ~ 0.9511,
T1 = COS (?{—g) ~ (.5878,
ZT9 = COS (%) =0,

T3 = COS (%) ~ —0.5878,
I, = COS (%) ~ —0.9511.

Awaliamos f(x) = sin(x) nesses pontos:
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k Tk f(zy) = sin(zy)
0| 0.9511 0.8146

1] 0.5878 0.5556

2 0 0

3| -0.5878 -0.5556

4 1-0.9511 -0.8146

Passo 2: Construgcao do Polinémio de Lagrange O polinomio interpolador de La-
grange € definido como:

Pi(z) = flar)lu(z), (3.19)

k=0

onde 0s polinomios bdasicos de Lagrange sao dados por:

o) =] 2 (3.20)

Tk — Ti
j=0 "k
ik

Apds os cdlculos detalhados, encontramos:

lo(x) = 0.289(z* — 0.95112° — 0.8092% + 0.9511x + 0.289),
(1(x) = —0.519(z* — 0.58782° — 1.1072* + 0.5878x + 0.519),
lo(7) = 0.815(x* — 2?),

l3(x) = —0.519(z" + 0.5878z" — 1.1072* — 0.5878x + 0.519),
O4(x) = 0.289(z* 4+ 0.95112% — 0.8092% — 0.9511x + 0.289).

O polinomio interpolador é:
Py(z) = (0.8146)0o(x) 4 (0.5556)¢1(z) + (0)la(z) + (—0.5556)03(x) + (—0.8146)l4(z). (3.21)

Ezxpandindo, obtemos:

Py(z) =z — —. (3.22)
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Interpolacdo de Chebyshev para f(x) = sin(x)

= Fung&o Original: sin(x) s
0.75 1 Interpolagéo de Chebyshev (grau 4) d

® Nos de Chebyshev
0.50 1

0.25 1
* 0.00 ) g
—0.25
—0.50 4

—0.75 - ~
e

T T T T T T T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X

Figura 3.6: Interpolcao de Chebychev

3.3 Método dos Minimos Quadrados Regressao linear

O Método dos Minimos Quadrados ¢ uma técnica amplamente utilizada para ajuste de curvas

a um conjunto de pontos experimentais. O objetivo é encontrar a funcao que melhor representa

os dados minimizando a soma dos quadrados dos erros.

3.3.1 Formulacao Matematica

Dado um conjunto de pontos (x;,y;) para i = 1,2,...,n, buscamos uma fungao f(x) tal que a

soma dos erros quadraticos seja minimizada:
n
_ 2
S= (v — fx:))
i=1
Se assumirmos um modelo linear da forma:

y=ax+0b,

entao os coeficientes a e b sao encontrados através das fomulas abaixo:

0= YT — D, Ty Y
ny i — ()
b — Zyz’—ain.

n

Exemplo 3.3.1. Considere os sequintes pontos experimentais:

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)
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2.2
2.8
3.6

4.5
5.1

S VO S >

Calculamos:

d wy=1+2+43+4+5=15
> y;=22+28+36+45+51=182,
D a? =12 427+ 32+ 4% + 5 = 55,
> wyi=(1-2.2)+(2-2.8)+ (3-3.6) + (4-4.5) + (5-5.1) = 62.2.

Substituindo nos coeficientes:

5(62.2) — (15)(18.2)
T £ I G
_ 18.2-0.76(15)

5

b = 1.28.

Assim, a equagdo da reta ajustada é:
y = 0.76z 4+ 1.28.

Podemos observar na ilustracao gréafica abaixo.

Grafico da fungéo y = 0.76x + 1.28

Figura 3.7: Representacao Grafica

(3.32)

(3.33)
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Capitulo 4
Polinémio de Taylor e Séries de Taylor

No capitulo anterior, exploramos diversos métodos de interpolacao polinomial, os quais consis-
tem em determinar um polindomio que interpola um conjunto finito de pontos dados, ou seja,
que assume os mesmos valores da funcao nesses pontos. A partir dessas técnicas, foi possivel
compreender como estimar fungoes por meio de polindmios que passam exactamente pelos dados
fornecidos.

Neste capitulo, aprofundaremos o estudo da aproximacao de funcoes a partir do Polinémio
de Taylor, construido desde a primeira até a n-ésima ordem. Nosso objectivo é entender como
essa ferramenta permite minimizar o erro de aproximagao de uma funcdo f(z) em torno de um
ponto fixo z¢, utilizando as derivadas sucessivas da funcao nesse ponto.

Adicionalmente, expandiremos esse conceito para as Séries de Taylor e, como caso par-
ticular, para as Séries de Maclaurin, discutindo diversas aplicagoes no contexto da andlise

matematica e resolucao de problemas em fisica, engenharia.

4.1 Polinémio de Taylor de Ordem 1

Consideramos uma funcao f : I C R — R derivavel no ponto zy, onde I é um intervalo aberto
e xg € I. Tomemos a recta t, representada na Figura 4.1, tangente ao grafico da funcao nesse
ponto (xg, f(xg)). Para valores de x préoximos de xg, temos que a funcao 7' : R — R, que

representa a equagao da recta t, é uma boa aproximagao de f(x).
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Aproximacao Linear - Reta Tangente

flxg) s

,ﬁ\/
/ X

Figura 4.1: Grafico representativo da Aproximagao Linear

Como t é uma reta que passa pelo ponto A = (xg, f(z¢)), temos que sua equagao é dada

por:

Y —yo = m(z — xo) (4.1)

onde m é o coeficiente angular da recta ¢, ou ainda, a derivada de f no ponto xy. Assim, a

equagao da reta tangente pode ser escrita como:

T(x) = f(xo) + f'(xo)(x — o). (4.2)

Quando = = xg, temos:

T(x0) = f(xo) + f'(w0)(x0 — w0) = f(0). (4.3)

Agora, seja x € I um ponto na vizinhanga de xy de maneira que T'(z) # f(z). A esta
diferenca de valores denotamos por Ej(z), ou seja, o erro que cometemos ao aproximarmos
valores de f(z) por T(z), ou ainda, F(z) = f(z) — T'(z). Podemos visualizar graficamente na

figura 4.2.
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T T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 125 150 175 2.00
X

Figura 4.2: Grafico representando o erro obtido pela Aproximacao Linear

Observamos que:

xli)ns;l E(x)=0 (4.4)
De facto,
lim Fy(x) = lim (f(z) — T(x)) = f(zo) — T(z0) =0, (4.5)

T—rT0 T—TQ

pois, f(zo) = T'(z0).
Como T'(x) = f(xo) + f'(xo)(x — x¢) e E(z) = f(x) — T(z), temos

Ey(z) = f(z) = f(zo) = ['(x0)(x — o). (4.6)

Para x # x,

Ey(x) _ flx) = flxo)

P )] (4.7)
Além disso,
E _
=t [ )] s s 0 s
Ei(z)

Portanto, como lim,_,, = 0, segue que F(x) tende a zero mais rapidamente que (z—x).

T—x0

Além disso, a reta tangente é a tnica reta que possui essa propriedade.
De facto, seja S : R — R a funcao que representa a equacgao da reta s, Figura 4.3, de

coeficiente angular mg e que passa por (zg, f(xo)), isto é,

S(z) = f(xo) + ms(x — x0). (4.9)

Utilizando o mesmo argumento anterior, temos
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Ey(r) = f(x) = S(=), (4.10)

onde E (x) é o erro que cometemos ao aproximarmos valores de f(z) por S(z), assim

Ei(x) = f(x) — f(zo) —ms (x — x0). (4.11)

fi(x)
s(x) |-

1)

xn X X

Figura 4.3: Gréafico representando o erro obtido pela recta Secante

Entao,

lim M = lim M

rx—x0 L — 1'0 T—x0 Tr — LEO

—mg| = f(xg) — ms. (4.12)

Notamos que esse limite s6 serd zero se f'(xg) = ms, ou seja, mg deve ser a derivada da
funcao no ponto x(, ou ainda, o coeficiente angular da reta tangente ao grafico no ponto x,.

Assim,

T(x) = f(zo) + ['(0)(x — x0) (4.13)

¢ o Unico polinomio de ordem 1 que localmente melhor aproxima valores da funcao f em

volta de zg.

Portanto, se uma fungao f for derivavel até a primeira ordem num ponto x, pertencente ao

intervalo aberto I, definimos

Pi(z) =T(x) = f(zo) + f'(z0)(x — x0) (4.14)

como o Polinomio de Taylor de ordem 1 de f em volta de z.
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Exemplo 4.1.1. Vamos utilizar o polinomio de Taylor de ordem 1 para estimar o wvalor de
v9,03.

Neste caso, nossa funcao é f : R™ — R definida por:

Fla) = vz (4.15)

Como desejamos obter a aproximacao de /9,03, devemos construir o polinémio de Taylor
de ordem 1 da fungao f(x) = /x ao redor de xy = 9.

Como
f(xo) = f(9) =3
f@) =5
temos
Flan) = FO) = o= s ==

To/0 2x3 6

Assim, o polinémio de Taylor de ordem 1 de f(z) = /x em torno de 2o =9 é

1 1
Pl(:c):3+6(x—9):3+———:6x+—. (4.16)

Figura 4.4: Gréfico de f(z) = /x e do seu Polinémio de Taylor de Ordem 1

Com auxilio de uma calculadora e com uma aproximacao de 4 casas decimais, obtemos
£(9.3) = 3.4995. Utilizando o polinémio de Taylor, temos:

1 3
P(9.3) = G % 9.03 + 5= 1.505 4 1.5 = 3.005.

Percebemos que o valor de P;(9.3) aproxima-se do valor de f(9.3), mas precisamos determi-

nar a precisao desse resultado.
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Sabemos que

|Ex(z)] = [f(2) — Pi(z)| (4.17)

onde Ej(z) é o erro cometido ao substituir f(x) por P;(z) . Analisando essa diferenca com

6 casas decimais, temos:

|E1(9.3)] = | £(9.3) — P1(9.3)] = |3.004995 — 3.005| = | — 0.00005| < 107

Nesse exemplo, observamos que, analisando o valor de v/9.3 com 6 casas decimais, estamos

cometendo um erro menor que 5.107° .

4.2 Polinébmio de Taylor de Ordem 2

Considerando uma funcao f derivavel até a segunda ordem em um intervalo aberto I com
x,xo € I, podemos obter uma melhor aproximagao de f(x) para cada valor de z préximo a g .
Nesse caso, vamos determinar um polinémio P(x) de ordem 2, que deve satisfazer as se-

guintes condigoes:
a) f(x0) = Pa(x0)
b) f'(z0) = P;(xo)
c) f"(xo) = Py (xo)
Consideramos um polinomio do segundo grau da forma:
Py(x) = A+ B(x — x¢) + C(x — 0)? (4.18)

com A, B e C sendo coeficientes reais. Temos que P(zg) = A e, e, portanto,

f(zo) = Py(z0) = A. (4.19)

Além disso,

Py(z) = B+ 2C(x — xp) (4.20)

P)(x) =2C, assim f'(xg) = Pj(x0) = B+2C(zo—x9) = B, ["(x0) = Py (10) =2C = C =

Portanto, o polindmio de Taylor de ordem 2 de f em volta de xy é dado por

fl/(a:,())
2

Py(x) = f(xo) + f'(w0)(x — 20) + (x — x0). (4.21)
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Essa expressao nos fornece um valor aproximado de f(z) com a propriedade que

lim —EQ(x)
T—T0 (a; — xO)Q

=0,

onde Fs(x) é o erro que cometemos ao estimar o valor de f(x) por Ps(z), Assim se Fy(z) =
f(z) — P(z), temos:

@) = Pale) [ @) = f) = o) (@ = w0) = TG0 (@ — o)
wowo (2 — ) T30 (r — x0)?
= lim |:f($) — f(x[)) - f/(l'o)(l' — 330) f”(xo):|

— 1
xinz;lo (ZE — $0)2 T—rx0 2

Observamos que o célculo de

lim f(z) = f(xo) — f'(w0)(z — 20)

T (x — x0)?

resulta em uma forma indeterminada % , entao utilizamos a regra de L’Hopital. Assim,

i T@) = o) = F@o)a —0) _f@) = flan) _ o)

Tz (x — x0)? z=azo  2(x — xp) 2

o que leva a uma forma indeterminada.

Logo,

o F@) = Po(@) _ f(wo) (o)

=0.
T—T0 (l‘ — {L‘O)2 2 2

O Polinomio de Taylor de ordem 2 é o tinico que possui a propriedade do erro Fy(x) tender
a zero mais rapidamente que (x — zo)?. De fato, suponhamos que exista
Py(z) = A+ B(x — x0) + C(x — 20)* (4.22)

com A, B,C' € R, possuindo a propriedade

E*
Tz (:L‘ — $0)2

= 0.
onde Ej(x) é o erro que cometemos ao aproximar a func¢ao f(x) por Py (z). Como

E
lim —2" (z)

=0.
z—zo (T — x0)?
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Assim, como

E*
lim 228 _
z—zo (T — x0)?
segue que
Ey(z) — E;
i 2208 = Bi@)

Além disso, temos que

Assim,

lim P (x) = Po(x) — lim A — f(xo) + (x — 20)[B — f'(w0)] + (v — m9)*[C — @]
T (ZL‘ — 330)2 0 (513 — xo)z .

Tomando o limite,

lim A—f(xo)_i_B—f/(?Uo)_i_C_m 0.

T—T0 (l‘ — [EO)Q T — X9 2

Logo, esse limite s6 sera zero se

Assim,

B f”(ﬁo)
C = 5

Portanto, o polinémio de Taylor de ordem 2 é o inico que possui a propriedade

E
lim —27 (x>

=0
a0 (T — T0)?

Exemplo 4.2.1. Vamos determinar o polinomio de Taylor de ordem 2 em torno de xqg =1 da
fun¢ao f(x) =1In(x) .

Notamos inicialmente que, assim,
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Logo, temos as derivadas:

!/ o 1 1 o _i
f(x)_xa f(.%')— xQ'

O polinomio de Taylor de ordem 2 é dado por
fl/(l)

Pae) = F() + LW = 1) + T @ = 12

Substituindo os valores das derivadas em x = 1, obtemos

Py() :0+1(:U—1)—%(x—1)2: @-1)-%(:5—1)2.

4.3 Polinémio de Taylor de Ordem n

E possivel generalizar o procedimento seguido nas seg¢oes anteriores para obter um polinomio

de ordem n, com n € Z., que aproxime os valores de f em pontos x numa vizinhanca de x.
Seja uma funcao f, n vezes derivavel num intervalo aberto I e xq € I. Queremos determinar

o Polinomio P, de ordem n, que aproxime os valores da funcao f, ao tomarmos valores de x

proximos a xg. De forma analoga aos casos anteriores, devemos ter:

fxo) = Polzo),  f(z0) = Phl(xo), ['(w0) = Pl(x0), .., [ (xg) =P ().

Portanto, o polinomio deve ser da forma

Pn<l’) = ag+ CL1(ZE — l’o) + CLQ(ZE — l’o)2 + (l3(l’ — ZEQ)g + a4(x — (L’()>4 + -+ an(x - ZEo)n. (423)

Procedendo como nos casos anteriores, obtemos f(zg) = ag e calculando as derivadas de P,

1"
temos f'(zg) = a1, %ﬂfo) = ay e assim sucessivamente. Percebemos que ao derivarmos P, n

vezes obtemos

PW(x)=n-(n—1)-(n—2)-(n—3)...2-1-a,. (4.24)

Como f™(zo) = P{™ (x), entdo

fM(z0) = PM(zo) =n-(n—1)-(n—=2)-(n—3)...2-1-a, = nla,. (4.25)

Logo
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(4.26)

Portanto, o Polinomio de Taylor de ordem n em torno de zy é dado por

f(n) (o)

n!

f//(x(])
2!

fl// (I,O)
3!

Po(x) = f(xo)+f (w0)(x—20)+ (z—z0)+ (z—10)’+ - -+ (z—m0)". (4.27)

Como nos casos anteriores, o erro que se obtém ao aproximarmos a fungao f(z) pelo valor
de P,(z) é E,(z) = f(x) — P,(z) com lim En(z) _ (.
T—rT

0 (z—z0)"

Teorema 4.2 Seja f : I — R onde f é uma funcao n vezes derivavel em = = zy. Entao,
lim —2E_ — 0, ou seja, f(z) = Py(x).

T—T0 (z—zo)"
Seja
n—1 (k) . k
o= 5 Pta =
k=0 )
Como 5 P
T—T0 (.13 — SL’O)" T—T (;1; — xo)n
Devemos mostrar que
_ (n)

a—wo | (z— )" n!

Como o segundo termo do Limite 4.28 nao depende de x, basta mostrar que

_ (n)

x x x

z=zo (1 — x0)" n!
Como f é n-vezes diferenciavel em xy e como g é um polinomio, para calcular o Limite 4.29

podemos aplicar a regra de L’Hopital (n — 1) vezes & primeira parte da equagao.

Obtemos,

@ @) @) = ) )
v—wo (r— 20)" a0 n!(x — xo) n!

Teorema 4.3 Seja f : I — R onde f é uma funcao n-vezes derivavel. Suponhamos que

P*(z) é um polinémio de ordem n em (z — x¢) satisfazendo

i @) = Pr(@)

0 (33 — gjo)n

— 0. (4.30)

Entao, P*(x) é o polinomio de Taylor de ordem n de f em torno do ponto zg.
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Demonstragao. Seja
P*(QZ) =ag+ &1(&3 — ZE()) + CLQ(J? — 130)2 + CL3<I — $0)3 + -+ an(x — 9(:0)" (431)

com ag, ay, s, ...,a, € Re
E*
lim ﬂ =0, (4.32)
) (:L‘ — (L’O)n

onde E*(x) é o erro cometido ao estimar valores de f(z) por P*(z).
(z—z0)"

Como lim,_,,, = 0, onde E,(z) é o erro cometido ao estimar valores de f(z) por

P,(x), temos

En(z) - E} ()

[f(z) = Bu(@)] = [f(x) = P(x)] Pr(x) — Bu(x)

li =1l =1 =0.
e (x — xo)" i (x — o) i (x — xo)"
Portanto,
S (o)
— _ f/ Ap—1 — o (n)
lim |0 =f@0) @z S@o) = A GNP
a=zo | (x —x0)" (2 —x0)" ! (x — z9) n!
s . ‘ _ _ _ f"(z0) _ "D (o)
Logo, esse limite s6 serd zero se ag = f(x0), a1 = f'(%0), a2 = 5>, ..., Ap_1 = =
Concluimos entao que
(n)
lim {an s (W] ~0, (4.34)
T—x0 n'
isto é, a,, = % Portanto P,(x) é o tinico que possui a propriedade
E,
lim & =0. (4.35)

T—T0 (x — :po)”

Teorema 4.4 Seja f uma fungao derivdvel até a ordem (n + 1) no intervalo aberto I com

xo € 1. Entao, existe pelo menos um z no intervalo aberto de extremos x( e = tal que:

f(z) = P.(x) + E,(z), (4.36)
onde f("“)(_)
E.(z) = m(w — z) (™) (4.37)

é o erro que obtemos ao substituir f(z) por P,(x).
Demonstracgao.
Temos que E,(z) = f(x) — P,(z), logo
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" Zo ) (n) Zo .
E.(x) = f(2) ~ f(a0) ~ Fao)a —z0) = L o - . - L) (g
Derivando E,(z) (n + 1) vezes, temos
17 T ) (n) o -
Eo) = 1) = o) = e — o)~ Lt = = L2
™) (, ,
En(x) = f(z) = ["(20) = f"(z0)(x — x0) — -+ — {n _< 2)), (z — )"
E(x) = f™(x) — £ (x0)
By () = [0 (x)
Para x = xg, temos E,(z9) = E! (xo) = E/(x¢) = E"(x) = -+ - = Joi (9) = 0.

Seja a funcao h(x) = (x — z¢)"™, assim

() = (n+1)(x — )"

R'(z) = (n+1) - n(z — 20)" "

R (z) = (n+1)-n---2(x — x0)

R () = (n4+1)-n---1=(n+1)!

Para z = g, temos h(zg) = A (z¢) = h"(x0) = h"(20) = ... h™ () = 0. Observamos que:

En(x) _ En@) - En(xo)'

h(z) h(x) = h(zo)

Entao, pelo Teorema do Valor Médio de Cauchy, existe a; que pertence ao intervalo |zg, x|
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tal que:

Bux) _ Bufar)
h(x) h'(ay)

Como

En(z) _ E\(a1) — B (x0)
h(x) W (ay) — W (xo)

pelo Teorema do Valor Médio de Cauchy Teorema 2.2, existe as que pertence ao intervalo

|xo, aq] tal que

Eu(x) _ El(az)
W)~ W{as)

Repetindo esse argumento n vezes obtemos a,, no intervalo |xg, a,_1[ tal que

Assim,

E.(z)  E{(a,) — E{(x)
hz) ™ (ay) — h™ (o) |

Novamente, pelo Teorema do Valor Médio de Cauchy Teorema 2.2 existe T que pertence

ao intervalo |z, a,[ tal que

E.(z)  EVV()
h(z) — hntD(z)’

Portanto,

(n+1) (%
E,(x)= %(x — x0) "D,

A expressao E,(x) no teorema anterior é conhecida como Resto de Lagrange em homenagem

ao matematico francés Joseph L. Lagrange.

Exemplo 4.1. Vamos obter o Polinomio de Taylor de ordem n da fungao f(z) = e em
torno de xy = 0, visualizar graficamente algumas aproximagoes e obter o valor de e com erro
inferior a 1078, Inicialmente observamos que f(”)(x) = e para todo x € Ren € Z,, e
f™(x) = f™(0) = €” = 1. Assim, substituindo na férmula de Taylor

f/l(xo)
2!

f/l/ (170)

(1‘ — $0)2 + 31

PTL(:U):f($0)+f/(l'o)($—xo)+ (x_x0)3+...+
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obtemos

2 3 n
¢ x
Pn(x):1+$+§+§+“'+m-

Graficamente podemos verificar na Figura 4.5 alguns polindomios aproximadores da funcao

f(z) = e

Figura 4.5: Gréfico de f(x) e seus Polinémios aproximados até ordem 4

Pelo Teorema 4.3 obtemos a expressao do erro que cometemos ao aproximar os valores de

f(z) pelos valores de P,(z). Temos que,

(n+1) (%
E,(z) = j;n + i)!) (x — )"+

para algum Z no intervalo aberto |z, z[. Portanto desenvolvendo a expressao do erro relativo
a aproximagao da funcao f(z) = e* por P,(z) desenvolvido na origem, temos:

e.T
E _ (n+1)
n(@) = (n+ 1)!x

Como f(1) = e, podemos obter aproximagoes para o nimero de Euler por meio do Polinémio
de Taylor de ordem n em torno de xqg = 0. Sendo e = 2, 718281828459. .., temos para z = 1
que:
1 1 1
P)=1+1+5+ 5+ + g~

Esta expressao se aproxima de e com a seguinte precisao

para algum 0 < z < 1 e assim,

1=e"<e® <e! <3.
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Portanto,
e(® 3

<
n+1)! " (n+1)!

(@)
.01 = 1 = ¢

Como desejamos obter uma, aproximacao com um erro inferior a 10~% temos:

1
<108 =—
(n+1)! 100000000

[En(D)] <
Logo(n + 1)! > 300.000.000 Pode se obser que para:
n=11

Trmos um erro menor que 1078 vale:

moptpt ottt ot L 18081896
T TR TR B I TRLE TR T TR E TR

Exemplo 4.2. Para datar rochas ou artefatos com mais de 50.000 anos, é preciso usar

outros elementos radioativos. A seguinte equagao ¢é valida para qualquer isétopo radioativo:

S(t) — S(0)
R(t)

onde R(t) é o nimero de atomos do isétopo radioativo no instante ¢. S(t) ¢ o nimero de

+1= 6(1112)15/)\

atomos do produto estavel que resulta do decaimento radioativo, S(0) é o nimero de adtomos
do produto estavel inicialmente presentes na amostra (no instante ¢t = 0) e A é a meia-vida do

isétopo radioativo (o tempo que metade dos dtomos da amostra leva para decair).

a) Determine o valor aproximado de ¢ nesta equacgao usando o Polinomio de Taylor de
grau 2 de e no entorno de z = 0.

b) Um pedago de mica é analisado e os cientistas descobrem que 5% dos dtomos do mineral
sao do isétopo radioativo rubidio 57 e 0,04% sao de estroncio 87. Se todo estroncio 87 foi
produzido pelo decaimento do rubidio 57 presente na amostra, qual é a idade da amostra?

Use a aproximagao do item (a). A meia-vida do rubidio 87 ¢ 48,6 x 10° anos.

Do Exemplo 4.1, sabemos que o polinémio de Taylor de ordem 2 de f(z) = e¢* em torno de

xo = 0 serd dado por

2

X

YA por Py(x), temos

((1n2)t>2
Ln20N 1 4 (In2)t R

A 2!

Logo, estimando o valor de e("?)
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S(t) — S(0) - (In2)t (In2)*?

R(D) PUECYE

(In2)* , W2  S(t)— S(0)
e Lt R(t)

Resolvendo a equacao de segundo grau na variavel ¢, temos

A In?2 e In?2 ' <_S(t)—S(O)> _ In?2  2In??2 (S(t)—S(O))

~ 0.

N 3% 0 JCERENST

Portanto,
In2 In?2 S(t)=S5(0) S(t)—S5(0)
_lnz 4 \/T (1 +2 (W)) A2+ )\ln2\/1 +2 (—R(t) )
t~ = .
11;\222 In?2
Como t > 0,
5(t)—5(0)
Aln2 <—1 + \/1 +2 (28 ))
t~ .
In? 2
b. Denotamos por M a quantidade de atomos da mica analisada, temos que 13—0M sao do isétopo

radioativo, ou seja R(t), e %M sao de estroncio 87, ou seja, S(t). Como todo estroncio foi

produzido do decaimento do rubidio, nao existiam atomos de estroncio inicialmente na amostra,

ou seja, S(0) = 0. Como A = 48,6 x 10° e utilizando In2 ~ 0, 693, temos entao que

A S(t) — S(0) 48,6 x 10° (82M —0)
tr — (142t ) -1 | = ———— [ 142 | -1
n2 (\/ * ( 0 0,603 * 50

100

£~ 70,12 x 10° <\/1,016 — 1) — 5,587 x 10°

4.4 Série de Taylor e de Maclaurin

Seja f(x) uma fungao que possui derivadas até a ordem n — 1 inclusive na vizinhanga do ponto
r = a (isto é, no intervalo que contém o ponto x = a) admitia nesta vizinhanga o seguinte

desenvolvimento de Taylor:
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1) = f@ + D)+ E o E ) LRy (ag)
onde o resto E,(z) é dado por:
(x —a)"™!

E,(x) = " a+0(x—a), 0<O<1

(n+1)!
Se a fun¢ao f(z) é indefinidamente derivdavel na vizinhanga do ponto x = a, poder-se-a
tomar n arbitrariamente grande na férmula de Taylor. Suponhamos que o resto R,(z) tende

para zero no dominio considerado quando n — oo:

lim E,(z) =0 (4.39)

n—oo
Sendo assim, fazendo n — oo na férmula (1), obtém-se a direita uma série com uma infini-
dade de termos, dita série de Taylor:
(z —a)"

(z —a)

fle) = fla) +
Esta ultima igualdade apenas estd correta se R, (z) — 0 quando n — oco. Entao, a série do

segundo membro converge, e a sua soma ¢é igual a fungao f(z). Mostremos que assim é:

Seja

(x —a)
1!

f(x) = P,(x)+ R,(z), com P,(x)= f(a)+ fl(a)+---+

Como, por hipétese, lim,, o E,(z) = 0, tem-se

f(z) = lim P,(x) (4.42)

n— o0
Ora, P,(z) é uma soma parcial da série (2); o seu limite é igual a soma da série do segundo

membro da igualdade (2). A igualdade (2) é, pois, legitima:

(z —a)"

(z —a)
n!

1!

(z —a)’

o f™(a)+ - (4.43)

f(z) = f(a) + f'(a) + @) + -+

Resulta, do que antecede, que a série de Taylor representa a funcao dada f(x) se, e s se,
lim,, 00 Ry(z) = 0. Se lim,, o R,(z) # 0, a série ndo representa a fun¢do dada, embora possa
convergir (para uma outra fungao).

Se, na série de Taylor, se fizer a = 0, obtém-se um caso particular desta série, chamada série

de Maclaurin:
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2 n
F(@) = FO) + T5/(0) + S5 (O) 4+ —f(0) +--- (4.44)
Teorema 4.4 Se f(z) = P,(z) + E,(x), onde P, é o polinémio de Taylor de n-ésimo grau

de femae

lim E,(z) =0

n—oo
para |z —a|] < R, entdo f é igual a soma de sua série de Taylor no intervalo |x — a| < R.
Demonstragao
Sabemos que P,(z) = f(x) — E,(z). Logo,

lim P,(x) = lim [f(z) = Ea(@)] = f(x) — lim By () = f(z) = 0 = f(x)

n—oo n—oQ n—oo

4.5 Convergéncia e Intervalo de Convergéncia

A convergéncia de uma série de Taylor depende das propriedades da func¢ao em torno do ponto
de expansao. O intervalo de convergéncia é o conjunto de valores de x para os quais a série de
Taylor converge para a funcao original. Esse intervalo pode ser finito ou infinito e pode incluir
ou excluir o ponto de expansao [8].

Vamos demostrar que o erro de algumas Séries notaveis tende para zero no intervalo consi-

derado.

Exemplo 4.5.1. Vamos verificar a convergéncia do exercicio abaixo utilizando o critério da

razao:
o0 x2n+1
t = -n"
aretg(e) = (-1
entao
. (_1)n+1 . IQ(TL+1)+1 on+1 . l.2n+3 on+1
lim . = lim (1) ——  ——
n—oo  2(n+1)+1 (=) -2+l nooo z?2rtl 2n 43
€, assim,
2n + 1
. 2 2 ] | 2] — 2
Jim |3 = -2l = -2 =

Dessa forma, a série serd convergente se x® < 1, isto é, —1 < x < 1. Verificamos adicional-
mente que a convergéncia acontece também nas extremidades do intervalo.

Portanto, concluimos que para —1 < x < 1 temos
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> 2+l
arctg(z) = Z(—l)”2n 1
n=0

Exemplo 4.5.2. Consideremos a Série de Taylor para €* em torno de x =0 A série de Taylor

para € € dada por:

. x
e = —'
= nl
O polinomio de Taylor de grau n é:
no ok
x
k=0

O erro de truncamento (termo de Lagrange) é:

En(fE) — f(nJrl)(C) n+1

(n+1)!
onde f"TY(x) = e*. Como e é sempre positivo e crescente, escolhemos c tal que |e¢| < 7,
entao:
ew‘x|n+1
E <

Para |z| < R = 00, e considerando o resultado do Lema 2.1, temos:

lim E,(z) =0

n—oo

logo, a série converge absolutamente para todos os x.

Exemplo 4.5.3. Analisemos a Série de Taylor para sinx em torno de x =0 A série de Taylor

para sinx é:

0 x2n+1
SIN Y = ZO(—l) m

O polinomio de Taylor de grau 2n + 1 é:

O erro de truncamento (termo de Lagrange) é:

f(2n+2) (c) 2n+2

Fn() = (2n +2)! v
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Como @2 (z) = cosz e |cosc| < 1, temos:

|x|2n+2
Ru(2)] <
@)l < 50 oy

Para |x| < R = oo, considerando o resultado do Lema 2.1, temos:

lim R,(z) =0

n—oo

Assim, a série converge para sinx para todos os x.
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Capitulo 5

Aplicacoes do Polinomio e Séries de

Taylor

Neste capitulo vamos utilizar o Polinémio e Série de Taylor, para provar alguns resultados
matematicos como a irracionalidade do nimero de Euler, desenvolver uma féormula para obter
o valor de e, calcular integrais definidas, utilizando o polinomio aproximador de Taylor de uma

determinada funcao, para obter uma estimativa da drea abaixo do grafico dessa funcao.

5.1 Regra de L "Hospital

Utilizando o Polinomio de Taylor, vamos mostrar um caso particular das regras de L’Hospital,
considerando duas funcoes f e g com derivadas continuas até a 2.* ordem.
Dessa forma sendo f e g derivaveis até a 2.* ordem, definidas no intervalo aberto I com
z,xg € I e ¢g'(x) #0,se lim f(x) =0e lim g(z) =0, a regra de L’'Hospital nos afirma que
r—x0 T—T0
x "z
lim —f( ) = lim —f( )
T—T0 g(gj) T—T0 g’(x)
Assim vamos escrever a Férmula de Taylor das funcgoes f e g, sendo o polinomio aproximador

de ordem 1. Portanto existe pelo menos um 7 e um x5 no intervalo aberto de extremos zy e «

tal que:
f(x) = f(zo) + ['(20)(x — 20) + ! <2f1) (z — x0)?
@) = 9(ao) + o (x0)(x — 20) + LD (0 —
Se li_>m flz)=0e li_)m g(x) = 0, temos pela continuidade de f e g que

lim f(z) = f(z0) = 0

T—T0
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lim g(x) = g(xo) = 0

T—T0

logo

) g ) (@ — o)+ LG —

como (zr — zg) # 0 temos que

- [f’(xo) + L (g — xo>]  f'(x0)
a—wo g(x) w0 [g’(xo) + @(w — Io)} ~ g'(wo)

finalmente como lim f'(z) = f'(x0) e lim ¢'(z) = ¢'(z0) concluimos que
T—T0 Tr—xTQ

o T@) P @)

w0 g@)  eom g'(2)

5.2 Irracionalidade do numero e

Anteriormente, construimos o polinéomio de Taylor P,(z) de ordem n em torno de xy = 0 de
flz) = e”:
z? a8 z"
Pn(:v):1+x+§+§+---—l—m.

Para x = 1, obtemos uma aproximagcao para o nimero €:

o141 1 1 1
e~ 1+ +§+§+"'+m.
Com um erro inferior a
3
(n+1)!

Suponhamos que o numero e seja racional da forma e = §, com a e b inteiros positivos e

primos entre si, temos entao que

0< 1+1+1+1+ +1 < 5
‘ o1 " 3l nl) S )

0<% (1p1riyely y Yo 3
b 21 31 al) S )

Tomando n > b e n > 3, segue que
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0« f1r1e ety
_—n‘ — —_—
b ] nl

|

0<an '+ n!+ ‘+ '+ +n! < 3 <3
b 21 3! n! -

| | | | ~ ’ . . .
Notamos que 4* e (n! +nl+ 5+ 5+ + %) sao numeros inteiros, logo sua diferenca
deve ser um numero inteiro. Assim, temos uma contradi¢do pois um nimero inteiro nao pode

estar compreendido entre 0 e %. Portanto, e ¢ um numero irracional

Uma forma alternativa de mostrar a irracionalidade do ntimero e, é proceder da seguinte
forma: sabemos que para r =1,

Suponhamos que o nimero e seja racional, isto é, da forma e = £, com p e ¢ inteiros positivos
e primos entre si. Entao,

=1 1 =1
=2 Tt 2
n=0 n=0 n=q+1

Dessa forma, temos

q

'QI’B

1 =1 1 1 1
nzoﬁ_gﬁ:_(wl* @+2a+1)  (@+3)a+2a+1) *)

Como

(qu1+(q+2)1(q+1)+m)<(qi1+ 1 +)

(¢+1)(g+1)
e ((14%1 + m + .- ) é uma série geométrica e converge para %, temos entao que

q
1 1 1
0ty e
¢ “=n! q ¢
Multiplicando por ¢!, temos:

n—0 i Sa0 inteiros, temos que sua diferenga ¢ um nimero
inteiro. Logo, temos um ntimero inteiro entre 0 e 1, absurdo

Como 0 < p-(g—1!<q- L
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5.3 Aplicacao em aproximacoes de Areas

Utilizamos o Polinémio de Taylor no capitulo anterior para obtermos uma aproximacao do valor
de uma funcao, de maneira que essa diferenca fosse a menor que desejassemos. Argumento
analogo pode ser aplicado, utilizando o polinémio de Taylor para aproximar areas. Dessa forma
podemos construir o Polinomio de Taylor que representa a aproximacao de uma fungao f e
calcular a integral definida desse polinomio. Assim, estamos obtendo uma aproximacao da area
e consequentemente a precisao de tal resultado serd dada pela integral do erro. Logo sendo

P,(x) o polinomio aproximador de f(z) e E,(z) o erro dessa aproximagao, temos

F() = Pole) + Eu(z) — / o) = / Py + / (1)

onde f é continua num intervalo e a e b sao niimeros reais que pertencem a esse intervalo.
Essa conclusao tera grande utilidade principalmente quando nao for possivel obter uma
primitiva da funcao por intermédio das técnicas de integracao conhecidas. Para os Exemplos

3.1 e 3.2, utilizaremos a seguinte desigualdade:

[ sl <[5y

Exemplo 5.3.1. Vamos utilizar o Polinomio de Taylor para obter o valor de
1 2
/ e dr
0

. 7 . ~ , . ~ 2
O que desejamos obter, é uma aproximagao da drea abaixo da curva da funcao f(z) =e™*

com erro inferior a 10~%.

e verificar a precisao desse resultado. Inicialmente utilizando recurso computacional temos com

5 casas decimais que a

1
/ e dr = 0, 74682
0

2

Figura 5.1: Grlafico da Funcao f(z) = e

Como ja construimos o Polinémio de Taylor de ordem n de f(x) = e em torno de zy = 0
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temos que

. 2 28 "
e :1+x+5+§+"'+H+E”(x)

Onde E,(z) = %x(”“), para algum Z no intervalo ]0, z[. Portanto temos

2 .3 n e(®)

x
T _ 1 P s N 1 ([ )
T TR R Y P T

Substituindo = por —z? temos

4 6 2n _1\n+1,(2)
2 rt x (=1)"He
e 2 T (e ) (2042)
¢ T T e AT S S e o

Aplicando a integral temos

1 1 4 6 2n 1 (1 \yntl,(2)

2 o x (=1)"He

e = -2+ 2 4 (=) d AL @nd2)y
/06 ! /0 ( x+2! 3!+ +=U n!> x+/0 (n+1)! ) )

Desejamos que o erro seja inferior a 1074, isto é

/1 (_l)nﬂe(@x@””)dx
0

4
(n+1)! <107

Observe que

(_1)71“6@) (2n+2)

/1 <_1)n+1€(i)x(2n+2)dx
0 (n+1)!

1 z
dr = / ﬂx@"“)dm
(n+1)! o (

n+1)!

1

<
0

Além disso, como 0 < T < 1 temos que e* < e < 3. Portanto

1 |6(j)| 1 e 1 3
/ x(2n+2)daj < / .T(2n+2)d$ < / $(2n+2)d$€
o (n+1)! o (n+1)! o (n+1)!

Desejamos que nossa area tenha um erro menor que 1074, entao

1

3. (2n+2)

/ 2 e <1074,
o (n+1)!

logo

3. x(2n+3) 1 3 0 A
= < 107
2n+3)(n+ Do (2n+3)(n+1)!

Essa desigualdade é satisfeita para n = 6. Portanto temos
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1 ) 1'4 336 xS .Z'IO .CEIQ %3 l’5 .CE7 .%'9 .Z'll 33'13 1
-2+ -8 T T V= (2 - - ’
/0( ST TR 5!+6!> v (:” 3 75 73 o4 11-5!+13-6!)0

e concluimos entao que
1
2 1 1 1 1 1 1
Tdr~l—--+——-— —=+-—— —— 4+ —— =0,74683603 . . .
/0 © 5710 12" 216 1320 T 9360

Percebemos entao que com a utilizacao da integral do Polinomio de Taylor obtemos para

essa aproximacao o valor da area com 4 casas decimais corretas.

5.4 Calculo de Limites

As Séries de Taylor podem ser utilizadas para calcular limites de fungoes de forma mais precisa
do que usando métodos tradicionais, especialmente quando se trata de fungoes complicadas ou
indefinidas. Ao expandir uma func¢ao em uma Série de Taylor em torno do ponto em que o limite
¢é avaliado, é possivel obter uma aproximacao da funcao que se torna cada vez mais precisa a

medida que mais termos da série sao incluidos.

Exercicio 5.4.1 Vamos calcular o limite:

fim &7 In(1+ z)
x—0 1‘2

Expandimos a série de Taylor de In(1 4 z) em torno de x = 0:

22 23 2t
In(1 T T
n(l4+z)==x 2+3 4+
Logo:
2 g3 2 3 gt
“In(1 — T B AT T S
x n(+:c)x(x 2—|—3 > 5 3—1—4

Dividindo por z?:

r—In(l+z) 1 =z 2?

2 2 37717
Fazendo x — 0, temos:
. r—In(1+2xz) 1
lim —————— =~
x—0 xT 2

Exercicio 4.2 Vamos calcular o limite:
1—cosz
im —-———-
=01+ —e®
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Utilizamos as séries de Taylor em torno de z = 0

Para cos z:
_y 2 ot ) o x
cosT = —5—1—5—--- = —cosx—;—ﬂ%---
Para e*:
_q 2  ad ] s _ 1 ] 2 ad B 2 x3
e’ +£L‘+2‘+3‘—|— = +r—e" =14+x— +$+§+E+"' ——?—E—"'
Portanto: , \
1—cosz S -5t
T a2 e

Colocando x? em evidéncia

2 (1 z2
e S T
_ 1 T _ 1 T
?(3—5+) —2-Gt
Fazendo x — 0: .
1 — cos 5
lim x:_21:_1
T2

=01+ —e*
5.5 Calculo de Integrais

Exemplo 5.5.1.Calcular a integral com exatidao de até 0,001

1 .
sin
dz
[
Expansao de Taylor de sinx
A série de Taylor da fungao sin x, centrada em x = 0, é dada por

. B e (_1)nx2n+l
nxz BT

Substituicao na integral
Substituindo a série no integrando
0 (=1)" 22 ts

sin Z ptt 12 Z
2n—|— —~ (2n+1)!

Integracao termo a termo

A integral torna-se:
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1 00 1
sin x (=1)" / ot L
dr = g — "2 dx
/0 Jz 2 (20 +1)! o
A integral de cada termo é:

Portanto:

oo

“— (2n+1)!(4n +3)

Calculo dos primeiros termos

2
—2 —2
n TR ART) 0,0476
= Soma parcial: 0,66667 — 0,04762 = 0,61905
2
" 5I11 1320 01
= Soma parcial: 0,61905 + 0,00152 = 0,62057
-2 -2
n=3J3:

= ~ —0,000026 < 0,001
7115 75600 ’ ’

Como o proximo termo tem moédulo menor que 0,001, podemos parar aqui.
Resultado final

[ 2 o = [052057]
0

com erro inferior a 0,001.

Exemplo 5.5.2. Vamos resolver o seguente integral fol n(+2) 74

Comegamos expandindo a fungao In(1 + x) em uma série de Taylor

o

(1 +2) =3 (-1

n
n=1

Agora, substituimos isso na integral:

Un(1 1 & n
/de:/ LS g
0 z 0 xn:l n

Podemos trocar a ordem da soma e da integral, ja que a série converge uniformemente no
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intervalo [0, 1]:

A integral de 2! é:

Entao a integral se torna:

[e.e]

/1 In(1+ z) dp = Z(_l)nﬂi

n=1

Essa série é conhecida como a Série Alternada de Basile e sua soma é:

> 1 w2
-1 n+l_— —
;( ) n? 12

Portanto:

5.6 Aplicacoes das Séries de Taylor em diferentes areas

5.6.1 Biologia e Medicina
Modelacao de Crescimento Populacional

Suponhamos que a populagao de uma espécie de bactéria cresce de acordo com a funcao P(t) =
Pye*, onde P, é a populacdo inicial, ¢ é o tempo e k é a taxa de crescimento. poderemos
usar a série de Taylor para aproximar e até o segundo termo e derivar uma expressao para o

crescimento populacional aproximado. A expansdo de Taylor para e* até o segundo termo é

1+ kit + &0

Substituindo na funcao de crescimento populacional e simplificando, obtemos uma expressao
aproximada para o crescimento.
Vamos fazer a comparacao dos resusltados através da tabela abaixo e considerado Fy = 100

Meteorologia
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Tempo ¢ | Valor Exato P(t) = 100e’? | Aproximagao Paprox(t) | Erro Absoluto
1 122.14 121.00 1.14
2 149.18 144.00 5.18
3 182.21 169.00 13.21
4 222.55 196.00 26.55

Tabela 5.1: Comparacao da Aproximacao da Fungao de Crescimento Populacional

Previsao do Tempo

Suponhamos que queremos prever a temperatura em uma determinada regiao com base em
dados histéricos de temperatura. Se tivermos os dados de temperatura para os ultimos 6 meses,
podemos usar uma série de Taylor para prever a temperatura para o proximo mes.

Seja T'(n) a temperatura média em Celsius para o n-ésimo meés (comegando com n = 1 para
janeiro) e queremos prever a temperatura para o sétimo meés. Use uma série de Taylor para
aproximar a funcao de temperatura e prever a temperatura para o proximo mes.

Vamos supor que temos os seguintes dados de temperatura para os ultimos 6 meses:
T(1) =20C, T(2) = 22C, T(3) = 24C, T'(4) = 26C, T'(5) = 28C, T'(6) = 30C

Podemos usar uma série de Taylor de segunda ordem para aproximar a fungao de tempera-

tura. A série de Taylor em torno de n = 6 seréa:

Tmyuﬂm+T«mn—®+Tg®m—m2

Para calcular as derivadas de T'(n), podemos usar os dados fornecidos e calcular as diferencas
entre as temperaturas para obter as aproximacoes das derivadas. Vamos calcular:

Primeira derivada de T'(n):

T(6)—T(5) 30—28
6-5  6—5

T'(6) ~ = 2C/més

Segunda derivada de T'(n):

_T(6) —2T(5) + T(4) 30 —2(28) +26 30 — 56 + 26

() 6—5) 6-5) 1

= 0C/més®

Substituindo esses valores na série de Taylor:
0 2
T(n)~30+2(n—6)+ 5(n —6)

=30+2n—12

74



CAPITULO 5. APLICACOES DO POLINOMIO E SERIES DE TAYLOR

=2n + 18

Portanto, a previsao da temperatura para o préoximo meés (sétimo més) é 2 x 7+ 18 = 32C.

5.6.2 Quimica e Bioquimica

Aproximacao de uma Funcao de Taxa de Reagdao em Cinética Quimica
Suponha que a taxa de reacao r de uma reacao quimica dependa da concentracao de um

reagente [A] de acordo com a seguinte fungao:

r = k[A]?

Onde k é a constante de velocidade da reagao. Aproxime a taxa de reagao r como uma série
de Taylor de primeira ordem em torno de uma concentragao [A]p. Para aproximar a fungao r
como Polinémio de Taylor de primeira ordem, usamos a expansao em série de Taylor centrada
e [A]OI

Uma notagao mais clara e bem estruturada para essa equacao pode ser:

dr
raTy+ —— - ([4] = [A]o)
AT a6
Onde 1y = k[A]2 é a taxa de reacdo no ponto [Aly, e -2 2k[A]o é a derivada da

AT =40
taxa de reacdo em relagdo a concentracao [A] avaliada em [A]o.

Aproximagao de uma Fungao de Ligacao em Bioquimica
Suponha que a energia de ligagao £ de uma molécula dependa da distancia r entre os atomos
de acordo com a seguinte funcao:

A B

E=2_-=
7’6 7’12

Onde A e B sao constantes. Aproxime a energia de ligacao £ como um Polinémio de Taylor
de segunda ordem em torno de uma distancia rg.
Para aproximar a fungao £ como uma série de Taylor de segunda ordem, usamos a expansao

em série de Taylor centrada em ry:

dE 1d’°E
2
E~Ey+— (r=m)+555 - (r—ro)
dr r=rg 2 dr r=rg
_ A B - S dE _ A B .
Onde FEy = &~ € aenergia de ligacao no ponto 7o, T rry = —6¥ + 127“0T3 é a derivada
. . ~ ~ N . ~ . . 2 ,
da energia de ligacao em relagao a distancia r avaliada em rq, e it} =424 — 1568, é a
> s ) dr? r=rg L rH

segunda derivada da energia de ligacao em relagao a distancia r avaliada em 7.
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5.6.3 Aplicacoes na Fisica

Na Fisica, assim como na Matematica e em outras areas, os polinomios de Taylor sao usados
frequentemente com o objetivo de simplificar fungoes, obtendo-se boas aproximagoes para as

mesias.

O Problema da Curvatura da Terra

Ao planear uma rodovia através do deserto, o engenheiro deve medir as diferencas nas elevagoes
do terreno e fazer correcoes devido a curvatura da Terra. A Figura 5.2 apresenta um esboco
para o problema, onde R é o raio da Terra (aproximadamente 6370 km), L é o comprimento da

rodovia e C, a correcao a ser feita.[7]

Figura 5.2: Esquema da Curvatura da Terra (Fonte: (STEWART, 2007) )

Sabemos que L é o comprimento do arco determinado pelo angulo ¢. E o comprimento
de um arco, em radianos, é dado pela medida de seu raio multiplicada pela medida do angulo

central. Logo,

L
L-—Ri=0=2
~ =%

Observando as relagoes trigonométricas dadas na figura, temos:

R+C
= sec =

9:
= RTC R

Rsec =R+ C
= (C = Rsecl — R

Dessa forma, determinamos a correcao a ser feita, em funcao do comprimento da rodovia

(j& que R é constante):

0w (L) - n -

76



CAPITULO 5. APLICACOES DO POLINOMIO E SERIES DE TAYLOR

Usando um polinomio de Taylor, podemos mostrar que:

L? 5L4

Antes, precisamos encontrar uma série de poténcias que represente a funcao f(x) = secuz.

Calculando as derivadas da func¢ao no ponto x = 0, até a quarta ordem, obtemos:
f(x)=secx = f(0)=1
f(z) =secxtanx = f(0)=0
f"(z) =secxtan’z +sec’z = f"(0)=1
f"(x) = secrtan®z + hsecd rtanr = f"(0)=0
f(i“)(a:) — secztan?z + 8secd rtan®x + 5sec® = f(i”)(()) =5

Assim, o polinomio de Taylor em z = 0 (o polindémio de Maclaurin) que aproxima a funcdo

f(x) =seczx é:

" " (iv)
sec T = f(o)—Ff/(O)l'—i- f2('0)x2+ fg(‘o)fﬂg‘i‘ f 4'(0) 4+.“

I 5,5 4
secx—1+§x —1—133

Ao usarmos

1 )
~Ty(z) =14 =2+ —a*
secz ~ Ty(x) —|—2a7 +24x

obtemos

C~R - R

1+1 L2+5 L\*
2\ R 24 \ R

1 12 5 I*
— R+-R—+—R=— —R

2°"R2 24 R*
_L? N 514
2R 24R3

que é a aproximagao pretendida em (5).
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Para verificarmos a precisdo obtida pela aproximagao dada em (5), vamos tomar como
exemplo uma rodovia que tenha 100 km de extensao, considerando o raio da Terra como 6370
km.

Pela férmula (4), temos

L 100
_ - — | - ~ 44 k
C = Rsec <R> R = 6370sec (6370) 6370 ~ 0, 785009965 m

E pela aproximagao polinomial de (5),

[ BLY  100° . 5-100*
Cn — ~ 0, 78500995736 k
R T 2R T 26370 ' 2463708 "

Assim, usando um polinémio de grau 4, obtemos uma 6tima aproximagao para a corregao a

ser feita, pois a diferenca entre os dois resultados encontrados é de apenas 0, 0000000808 km ou
0, 0000808 m.

O Problema da Velocidade da Onda

A velocidade de uma onda de dgua esta relacionada com seu comprimento e a profundidade da

agua por

v? = gL tan 211
Y L

onde:

e v ¢é a velocidade com a qual a onda se move;
e [, é o comprimento da onda;
e d é a profundidade da dgua;

e ¢ ¢ a constante gravitacional.

Figura 5.3: Representacao de uma onda de dgua Fonte: (STEWART, 2007)

Assim, se a dgua for profunda, entdo 2wd/L é grande. E sabemos que tanhz — 1 quando
r — oo. Portanto, podemos considerar tanh(27d/L) = 1, obtendo uma aproximacao para a

velocidade da onda em funcao de seu comprimento:
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s _ gL gL
R— 1=2>v~4/—
v 2T v 21

Porém, se a agua for rasa, podemos mostrar que a velocidade da onda tende a ser indepen-

dente de seu comprimento.

Para isso, vamos obter a série de Maclaurin para tanh x, pois nesse caso 2wd/L é préximo

de 0.

Calculando as trés primeiras derivadas de f(z) = tanhx em x = 0, temos:

f(z) =tanhz = f(0)=0
f'(z) = sech® z = f(0)=1
f"(z) = —2sech® z - tanh = f"(0)=0
f"(x) = 2sech®z(3tanh*z — 1) = f”(0) = -2

Assim, a série de Maclaurin para f(z) = tanhz é

0 -2
tanhx:O—i-anaxQ—l—(s—')x?)%—...

Se usarmos o polinomio de Taylor de ordem 3 para aproximar a funcao, teremos

1
tanhz ~ 2 — —2°

3
Pelo primeiro termo do polindbmio, obtemos

2nd  2nwd
tanh — ~ — 5.3
an 7 7 (5.3)

e entao

2 o 9L 2md

UN27T L:>'U%\/g_d

como queriamos mostrar.
Como tanh x é uma funcao impar, sua série de Maclaurin é alternada. Portanto, o erro na

aproximacao feita em (5.3) usando-se o primeiro termo da série é menor que o segundo termo.

Se L > 20d, por exemplo, entao
L(2md\" 1/, 1\"_
3\ L 3\“""20) T 3000

oL =
2 3000

Como,

~ 0,00164
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a aproximacao v ~ y/gd tem precisao de duas casas decimais.
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Capitulo 6

Analise Critica e Comparativa

6.1 Analise comparativa entre polinomios de aproximacao

e Séries de Taylor

vamos apresentar a Analise comparativa entre polindmios de aproximacao e as séries de Taylor:

Centro de Aproximagao:

e Polinomios de Interpolacao: Podem ser centrados em qualquer ponto a do dominio da

funcao.

e Séries de Taylor: A série de Taylor é centrada em um ponto especifico a. A série de

Maclaurin é um caso especial em que a = 0.
Generalidade:

e Polinomios de Aproximacao: Podem ser polinomios de qualquer ordem e sao geralmente

mais flexiveis em termos de ajuste de precisao.

e Séries de Taylor: Sao uma forma especial de polinémios de aproximacao onde todos os
termos sao derivadas da funcao original no ponto de centro. Por isso, fornecem uma

aproximacao precisa apenas em torno desse ponto especifico.

Expressao:
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e Polinomios de Aproximagao: Sao expressos como polindomios de grau n, onde n é o grau

do polinomio.

e Séries de Taylor: Sao expressas como uma soma infinita de termos que envolvem as deri-

vadas da funcao original em torno do ponto de centro.

Precisao:

e Polinomios de Aproximacgao: A precisao depende do grau do polinomio escolhido e da

distancia entre o ponto de avaliacao e o ponto de centro.

e Séries de Taylor: A precisao é determinada pelo nimero de termos incluidos na série.
Quanto mais termos, mais precisa € a aproximacao dentro da regiao de convergéncia da

série.

Aplicagao:

e Polinomios de Aproximacao: Sao uteis em situacoes onde a funcao pode ser bem aproxi-

mada por um polindomio em um intervalo limitado.

e Séries de Taylor: Sao amplamente utilizadas em analise matematica, fisica e engenharia

para fornecer aproximacoes precisas de fungoes em torno de um ponto especifico.

6.2 Analise Critica

6.2.1 Polindmios de Aproximacao:

¢ Limitacoes de Aproximacao: Polinomios de ordem baixa podem ter dificuldade em

capturar caracteristicas complexas de fungoes.

e Problemas de Interpolagao: Em certos casos, a interpolagao por polinomios pode levar

a oscilagoes indesejadas (fendmeno de Runge).
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6.2.2 Séries de Taylor:

e Restrigoes de Convergéncia: As séries de Taylor podem nao convergir para a funcao

em toda parte, especialmente em pontos singulares ou onde a funcao é descontinua.

e Necessidade de Derivadas: O calculo das derivadas pode ser complicado ou computa-

cionalmente caro, especialmente para funcoes complicadas.

e Dependéncia do Ponto de Expansao: A precisao da série de Taylor depende signifi-

cativamente do ponto de expansao escolhido.

6.2.3 Critica Geral:

e Aplicabilidade Contextual:
A escolha entre polinomios de aproximacao e séries de Taylor depende do contexto es-

pecifico e dos requisitos de precisao.

e Complexidade Computacional:
Embora as séries de Taylor possam oferecer maior precisao tedrica, o calculo das derivadas

pode torné-las impraticaveis em certos casos.

e Trade-off entre Precisao e Simplicidade:
Polinomios de aproximacao sao mais simples, mas podem sacrificar precisao em com-

paracao com as séries de Taylor.

e Consideragoes Numéricas:
Em problemas de computagao numérica, é importante equilibrar a precisao da apro-

ximagao com a eficiéncia computacional.

6.3 Limitacoes e desafios dos polinomios de aproximacao

e séries de Taylor

Embora os polinomios de aproximacao e as séries de Taylor sejam ferramentas poderosas, eles
também apresentam varias limitagoes e desafios que podem afectar sua aplicabilidade em di-
ferentes contextos. vamos citar algumas das principais limitagoes e desafios associados a esses

métodos:

6.3.1 Polindmios de Aproximacao

e Fenomeno de Runge:
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Polinémios de interpolagdo de alta ordem podem levar a oscilagoes indesejadas (fenomeno de

Runge) em certos conjuntos de dados, especialmente em pontos extremos.
e Sensibilidade aos Dados:

Pequenas alteracoes nos pontos de dados podem resultar em grandes variacoes nos coeficientes

do polinomio de interpolagao, tornando-o instavel.
e Limitacoes de Interpolacao

Em muitos casos, a interpolacao exacta nao é necessaria ou desejavel, e os polinomios de inter-

polacao podem introduzir artefactos indesejados nos resultados.
— Complexidade das Derivadas

O calculo das derivadas necessérias para as séries de Taylor pode ser complicado, especi-

almente para fun¢oes em dominios multidimensionais.
— Limitacgoes de Precisao:

A precisao das séries de Taylor diminui a medida que a distancia do ponto de expansao

aumenta, o que limita sua aplicabilidade a regioes locais préoximas ao ponto de expansao.
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Capitulo 7
Conclusao e Recomendacoes

Esta pesquisa explorou de maneira abrangente os fundamentos e aplicagoes da teoria de
aproximagao por meio de polindmios, com foco especial nas Séries de Taylor. Inicialmente,
discutiu-se o desenvolvimento de polinomios de aproximagao, que permitem representar

funcoes nao comuns de forma simplificada em intervalos determinados.

Um ponto crucial foi o estudo do erro nas aproximacoes, onde técnicas foram investigadas
para minimizar a diferenca entre a funcao original e sua representacao polinomial, melho-
rando a precisao. Também foram analisadas fungoes especificas, como trigonométricas,
exponenciais e racionais, aplicando a teoria para obter representacoes mais acessiveis des-

sas funcoes.

Além disso, a pesquisa explorou as intimeras aplicagoes praticas da teoria de aproximacao,
demonstrando sua relevancia em areas como fisica, engenharia e estatistica, onde simpli-
ficagoes matemaéticas sao indispensaveis para a resolugao de problemas complexos. O
calculo de derivadas em série, através das Séries de Taylor, foi abordado como uma fer-
ramenta eficaz para a andlise do comportamento local das fungoes, assim como a deter-
minagao do raio de convergeéncia, essencial para delimitar as regioes onde as séries oferecem

representacoes precisas.

Por fim, destacou-se o uso das expansoes em série em calculos de limite, integracao e
diferenciacao, reafirmando a importancia das Séries de Taylor como um recurso poderoso

e versatil na matematica aplicada.
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