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Resumo

As seguradoras sao importantes & sociedade, uma vez que garantem protecao financeira
aos individuos contra perdas patrimoniais, além de fomentarem o mercado de capitais por
meio da alocacao de activos garantidos. Assim sendo, é fundamental avaliar os instru-
mentos que garantam sua solvéncia financeira de longo prazo, como por exemplo tratados
de resseguro. O resseguro é a ferramenta frequentemente utilizada por companhias se-
guradoras para reduzir o nivel e volatilidade de 6nus do sinistro agregado sob a sua
responsabilidade. Este trabalho tem como objectivo geral minimizar o valor robusto en-
volvendo o tempo esperado para atingir um determinado capital pré estabelecido em um
nivel antes da ruina e penalizagao do modelo ambiguidade. Considerando que a segura-
dora nao possua informagoes perfeitas em termos de ser sem rumo do activo com risco
e risco de seguro o estudo solucionou o problema 6ptimo de investimento e resseguro ro-
busto para a seguradora sob um modelo excedente considerando que a seguradora nao
possua informacgoes perfeitas em termos da deriva do activo arriscado e risco de seguro.
A seguradora visa minimizar um valor robusto envolvendo a probabilidade de atingir um
objectivo alto antes da ruina e uma penalizacao da ambiguidade do modelo. Para tal
alcancar este objectivo caracterizou-se a funcao de valor robusto como a tnica solugao
classica para a equacao de Hamilton—Jacobi-Bellman (HJB). Derivou-se a fungao de valor
de forma explicita resolvendo a equagao HJB e teve-se como resultado uma estratégia op-
tima de investimento-resseguro e distor¢oes de deriva da medida 6ptima em formulérios
de benchmark. Observou-se que a estratégia 6ptima sob o cenario de penalizagao por
ambiguidade coincide com a estratégia 6ptima sob minimizar da probabilidade de alcance
do objectivo no caso benchmark sem ambiguidade. Demonstrou-se ainda o impacto da
aversao a ambiguidade na avaliacao da seguradora e na selecao de distorgoes 6ptimas de
derivagao. Apos a aplicacao da metodologia e resultados obtidos, foi possivel concluir que
pode-se usar um resseguro proporcional e em algumas circunstancias o podera ser barato
ou nao barato de modo com que a seguro possa ser investido de forma logica.

Palavras Chave: Ambiguidade, Equacao HJB, Resseguro.



Abstract

Insurance companies are important to society, as they guarantee financial protection to
individuals against property losses, in addition to promoting the capital market through
the allocation of guaranteeing assets. Therefore, it is essential to evaluate the instruments
that guarantee its long-term financial solvency, such as reinsurance treaties. Reinsurance
is the tool often used by insurance companies to reduce the level and volatility of aggregate
claim burden under their responsibility. This work has the general objective of minimizing
the robust value involving the expected time to reach a certain pre-established capital at
a level before the ruin and penalty of the ambiguity model. Considering that the insurer
does not have perfect information in terms of the risky asset drift and insurance risk,
the study solved the optimal investment problem and robust reinsurance for the insurer
under a surplus model considering that the insurer does not have perfect information in
terms of the derivative of the risky asset and insurance risk. The insurer aims to mini-
mize a robust value involving the probability of reaching a high target before ruin and
a penalty for model ambiguity. To achieve this goal, the robust value function was cha-
racterized as the only classical solution to the Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) equation.
The value function was explicitly derived by solving the HJB equation and resulted in an
optimal investment-reinsurance strategy and drift distortions of the optimal measure in
benchmark forms. It was observed that the optimal strategy under the ambiguity penalty
scenario coincides with the optimal strategy under minimizing the probability of reaching
the objective in the unambiguous benchmark case. The impact of ambiguity aversion on
insurer valuation and selection of optimal derivation distortions was also demonstrated.
After applying the methodology and results obtained, it was possible to conclude that
proportional reinsurance can be used and in some circumstances it may be cheap or not
cheap so that insurance can be invested logically.

Keywords: Ambiguity, HJB Equation, Reinsurance.



Simbologia

A seguir, ilustraremos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

exp(.) - exponencial de (.);

MU0, T] - Classe de processos estocasticos mensuréveis p(t) satisfazendo

B[ [ nolas] < o<

M?[0,T] - Classe de processos estocasticos mensuréveis o(t) satisfazendo

B[ [ o] <o

EDP - Equacoes diferencias parciais;

EDE - Equacao diferencial estocastica;
EHJB -Equacao de Hamilton - Jacob - Bellman;
EDO - Equacao diferencial ordinéria;
MPD - Método de programagao dinamica;
MBG - Movimento Browniano Geometrico;
MBA - Movimento Browniano Aritmétrico;
Fig. - Figura;

R - Sub-classe do espaco de Lebesgue X

N - Conjunto de nimeros naturais;

Q - Conjunto de ntimeros racionais;

R - Conjunto de ntimeros reais;

[E - Esperanca Matematica;



e P - Operador massa de probabilidade;
e H, - Primeira derivada da funcao H em ordem a x;

e H,, - Segunda derivada da fungao H em ordem a x.



Glossario

e Activo - chama-se activo a qualquer investimento financeiro que pode ser comprado
ou vendido, por exemplo, imoveis joéias, juros de empréstimo.

e Accgoes - sao titulos nominativos de renda varidvel, emitidos por sociedades ano-
nimas que representam um parcela de capital social. Ao adquiri-las, o investidor
torna-se so6cio da empresa.

e Investimento - ¢ todo gasto ocorrido na aquisicao de bens que serao estocados pela
empresa até o momento da sua utilizacao, isto é, do seu consumo.

e Dividendo - ¢ a distribuicao em dinheiro de parte ou todo o lucro auferido pela
empresa em um exercicio social, ou saldos de lucros acumulados aos seus acionistas.

e Risco - é a chance da perda financeira.

e Volatilidade - ¢ a medida de incerteza quanto aos retornos proporcionados por um
activo.

e Ambiguidade - é uma transformacao bilinear usada na anélise de sinais cujo es-
pectro de frequéncia varia com o tempo (espectros chamados nao-estacionarios ou
dindmicos).

e Superavit ou superavit consiste no resultado positivo a partir da diferenca entre
aquilo que se ganha (receita) e aquilo que se gasta (despesa).

e Resseguro ¢ um contrato em que o ressegurador assume o compromisso de indenizar
a companhia seguradora (cedente) pelos danos.

e Entropia - Seja X uma variavel aleatoria com vector de probabilidade (p1, po, ..., pn)-
Definimos a entropia da variavel aleatéria X como

H(X) = _sz'logpi- (1)



e Entropia Relativa - Sejam X e Y duas varidveis aleatérias com distribuicoes
(p1,D02, -, Pn) € (q1, G2, -, Gn), respectivamente. Definimos a entropia relativa de X

com relacao a Y como
- pi
H(X[[Y) =) piln (q—) (2)
i=1 !

A entropia relativa nos permitird quantificar, num certo sentido, o quao distintas
estao as duas distribui¢oes de probabilidade (p;)™; e (g;)™ ;.
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0.1 Introducao

Nos tltimos anos, tem havido um crescente interesse nas aplicacoes da teoria de controle
estocéstico para investigar problemas de resseguro 6ptimo e investimento para companhias
de seguros. Isso ocorre devido a capacidade das companhias de seguros de reduzirem sua
exposi¢ao ao risco através da compra de resseguro e aumentarem seus lucros investindo
seu excedente em activos de risco e activos isentos de risco. O resseguro, uma pratica que
remonta a séculos atras, tem sido uma peca fundamental no mundo dos seguros desde
seus primoérdios.

O resseguro teve origem no século XIV, nas feiras maritimas de Génova e Veneza,
onde os comerciantes se reuniam para compartilhar os riscos de seus empreendimentos
maritimos. Com o passar do tempo, a pratica evoluiu para incluir outras formas de seguro,
como o seguro de vida e o seguro de propriedade. No século XIX, o resseguro comegou a
ser formalmente organizado em empresas especializadas, conhecidas como resseguradoras,
que ofereciam cobertura para seguradoras priméarias em troca de prémios|[1].

Hoje, o resseguro é uma industria global multibilionéria que desempenha um papel
crucial na gestao de riscos para seguradoras em todo o mundo. As resseguradoras forne-
cem capacidade adicional de subscricao e estabilidade financeira as seguradoras primarias,
permitindo-lhes assumir riscos maiores e mais diversificados. Isso é especialmente impor-
tante em cenarios de catastrofes naturais ou eventos de grande escala, onde as perdas
podem ser significativas|6].

A técnica de controle estocastico e a correspondente Equacao de Hamilton-Jacobi-
Bellman (HJB) sao amplamente utilizadas para lidar com problemas relacionados ao res-
seguro e investimento. Os problemas de optimizacgao, sujeitos ao controle de resseguro
com ou sem investimento, sob varias fungoes objectivas, tornaram-se um toépico popular
na literatura actuarial. Luo & Wang [10] procuram maximizar a probabilidade de pe-
nalizacao ambigua, refletindo o crescente interesse nesta area. As varia¢oes na pesquisa
tém sido incriveis, como pode ser observado em estudos como os de Li et al. [§], onde
é analisado o resseguro e os investimentos que cada seguradora pode realizar, tendo em
conta o risco ou a auséncia dele no capital a ser investido.

O foco deste trabalho é a minimizacao do valor robusto envolvendo o tempo espe-
rado para atingir um determinado capital. Utilizaremos técnicas do célculo exponencial
e a metodologia exponencial descrita em estudos como os de Li et al. [§] e Luo & Wang
[10], além de trabalhar com o método de HJB. Embora os problemas 6ptimos de resseguro
e investimento sob esse objectivo tenham sido amplamente investigados, muitas questoes
merecem uma exploragao mais aprofundada. Neste trabalho, exploraremos algumas des-
sas questoes.



0.2 Objectivos

0.2.1 Objectivo geral

e O objetivo principal deste trabalho é investigar o impacto da penalizacao da ambi-
guidade no valor robusto e no tempo esperado para atingir um determinado nivel
de capital antes da ruina.

0.2.2 Objectivos especificos

Para alcancar este objectivo, foram tragados os seguintes objectivos especificos:

Formular a dinAmica do valor de portfolio para os activos (livre de risco e com risco)
sem consumo e achar a sua solucao;

Modelar a dinamica da seguradora dado por 2 activo (livre de risco e com risco) ;

Deduzir o teorema de verificacao;

Resolver um problema de resseguro 6ptimo e investimento



0.3 Estrutura do trabalho

O trabalho esta dividido da seguinte maneira, no capitulo 1 encontraremos os capitulos
preliminares, Neste capitulo, apresentaremos as definicoes basicas necesséirias para uma
melhor compreensao do tema do trabalho. Sao conceitos fundamentais que auxiliarao na
formulacao do modelo matematico do problema a ser estudado. Em seguida no capitulo 2,
Neste capitulo, abordaremos a dindmica do portfélio, uma parte crucial para o desenvolvi-
mento do trabalho. Sera através da dindmica apresentada neste capitulo que obteremos as
ferramentas necessarias para modelar e resolver o problema em questao. . No 3 capitulo,
Este é o cerne do trabalho, onde resolveremos o problema em questao. Utilizando o teo-
rema de verificagao e a Equac¢ao de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB), conforme proposto
por [§], iremos modelar a seguradora e encontrar a formula explicita. Em alguns casos,
ao resolver o problema, nos depararemos com Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs)
nao lineares, para as quais recorreremos a literatura pertinente para melhor resolucao e
explicagao. Além disso, utilizaremos o método exponencial para resolver alguns casos
especificos. Ainda neste capitulo encontramos a optimizacao do resseguro e investimento,
usando a estratégia de benchmark, conhecida na area financeira, como sendo uma estra-
tégia que busca optimizar o desempenho de uma empresa a partir da analise das melhores
praticas do mercado em que ela esta inserida.



0.4 Motivagao

Inspirado por diversas obras ja referenciadas, este trabalho aborda a incerteza do modelo
em uma seguradora com excedente controlado. Nosso objectivo é resolver um problema
robusto de resseguro e investimento 6ptimo, focado em minimizar o tempo esperado para
alcancar um capital pré-estabelecido antes da ruina.

A motivagao para este estudo surge da necessidade de ferramentas que garantam
a solvéncia financeira das seguradoras a longo prazo. As seguradoras desempenham um
papel crucial na sociedade, proporcionando protegao financeira contra perdas patrimoniais
e fomentando o mercado de capitais através da alocacao de activos garantidos. No entanto,
a incerteza sobre os modelos de risco pode comprometer a eficicia das estratégias de
resseguro e investimento adotadas.

Dessa forma, a analise proposta visa fornecer uma abordagem robusta para lidar
com essa incerteza, utilizando técnicas avancadas de controle estocéstico e teoria da me-
dida para desenvolver estratégias que assegurem a estabilidade financeira da seguradora.
O trabalho também busca fornecer insights praticos para a gestao de risco, permitindo
as seguradoras ajustar suas estratégias de acordo com as condig¢oes de mercado e suas
proprias necessidades financeiras.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo vamos apresentar um os conceitos que vao compor o trabalho, inspirado
nos conceitos de Milanes [I2] e por Nepomnyashehikh [I4] vamos definir os principais
conceitos que vao guiar o trabalho até a sua finalizacgao.

Definicao 1.0.1. (Teoria de probabilidade)
Utiliza-se da teoria da probabilidade para modelar a aleatoriedade e a incerteza associada
aos fendbmenos naturais, econémicos, sociais, e outros.

Defini¢ao 1.0.2. (Estudo Experimental)
Em um estudo experimental investigamos os efeitos de certas condi¢oes sobre individuos
ou objectos na amostra.

Defini¢ao 1.0.3. (Amostra)
Uma amostra ¢ um subconjunto da populagao inteira, uma pequena selecao de individuos
ou objectos extraidos da colegao inteira.

Defini¢ao 1.0.4. (Experimento aleatorio)
Os experimentos aleatorios constituem situagoes onde os acontecimentos possuem varia-
bilidade de ocorréncia, isto é, o mesmo experimento pode ter varios resultados diferentes.

Defini¢ao 1.0.5. (Esperanga Matematica )
A esperanca matematica ou o valor esperado da variavel aleatoria X, é indicado como
E(X) e ¢ definido como a soma do produto entre a probabilidade de ocorréncia de um
evento aleatorio e o valor do referido evento.

Em forma matematica, é expresso da seguinte forma:

p=EX)=2) i (P)= (X)) P(X1)+ Xy  P(X5) + X5-P(X3) +..., (L1)

onde X; é o valor do evento e P(X;) sua probabilidade de ocorréncia. A soma esta
espalhada por todos os valores que X admite. E se forem finitos, a soma indicada converge



para o valor F(X), mas se a soma nao convergir, a variavel simplesmente néo tem valor
esperado.

Quando se trata de uma variavel continua X , a variavel pode ter valores infini-
tos e integrais substituem somatorios: Aqui f(z) representa a fungao de densidade de
probabilidade .

Teorema 1.0.1. Propriedades da esperanc¢a matemdtica se X é positivo, entdao E(X)
também sera positivo.

2. B(X+Y)=FEX)+EY);
3. E(kX) = kE(X);
4. E(XY)=E(X)- E(Y) (Se forem independentes);

5. Em ge)ral, se Y = g(X) entao E(Y) = E[g(X)] = >_ g(z;) - Plg(x;)] (Se forem dis-
cretas);

6. Se X <Y, entao E(X) < E(Y)

Sendo k& uma constante qualquer.

1.1 Teoria de medida e probabilidade

Definigao: Um conjunto A de subconjuntos de um conjunto X é chamado de anel se
satisfaz as seguintes propriedades:

1. A é fechado sob uniao e intersecao finitas. Ou seja, se A, B € A, entao AUB € A
e ANB e A

2. A é fechado sob a diferenga de conjuntos. Ou seja, se A, B € A, entao A\ B € A.

Definigao: Um conjunto § de subconjuntos de um conjunto X é chamado de
semi-anel se satisfaz as seguintes propriedades:

1. S é fechado sob a intersecao de conjuntos. Ou seja, se A, B € S, entao AN B € S.

2. Para quaisquer A, B € S, existe uma sequéncia finita de conjuntos C,Cs,...,C, €
S tal que A\ B =J_, C;, onde os conjuntos C; sao disjuntos dois a dois.
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Definicao 1.1.1. Diz-se que 8 € o-dlgebra com unidade X se e somente se ) € B e 3 é
fechado em relacdao as operagoes de uniao enumerdvel e complemento, isto €,

1. 0 ep.
2. A, eBieN=UX A e[

3. Ae = X \Ae€p.

Definigao 1.1.2. Sejam S conjunto nao vazio ey, o-dlgebra de subconjuntos de S com
unidade S. Um par (S, Z) chama-se espagco mensurdvel.
Um conjunto A C S do espago mensurdvel chama-se conjunto mensurdvel no caso A € Y

Definigao 1.1.3 (o-algebra de Borel). Seja X espaco topologico com a topologia (familia
de conjuntos abertos) 7. A o- algebra B(X) = o(7) chama-se o- algebra de Borel ou
algebra Boreliana em X .

Um conjunto que pertence & o- algebra B(X) chama-se conjunto mensuravel a Borel ou
conjunto boreliano.

Definigao 1.1.4. (Funcdo de mensuréavel)
Sejam (S;,3;)(i = 1,2) espagos mensuraveis e o conjunto R C S;. Uma fungdo f: R —
Sy diz-se (X1, 3)- mensuravel se f~1(3,) C ¥;.

1.2 Processos estocasticos

Definigao 1.2.1. (Processos estocasticos)
Seja (2, F, P) um espago de probabilidade. Um processo estocéstico ¢ uma funcao
mensuravel X : [0,7] x w — R, onde R tem topologia usual tal que:

1. Para cada t, X(¢,.) é uma variavel aleatoria;

2. Para cada w, X(.,w) é uma fungdo mensuravel.

Por conveniéncia, a variavel aleatoéria X (¢,.) a escrevemos como X (f) ou X;. Assim um
processo estocastico X (t,w) pode ser expressado como X (t)(w) ou simplesmente como
X(t) ou Xt'

Sejam X = (X;)i<0, Y = (Y})i<0 processos estocasticos definidos no mesmo espago
de probabilidade (v, F, P) e com valores em (E, F). Nos podemos dizer que

1. X é uma modificagao ou versao de Y, ou que;

2. X e Y sao equivalentes, se para todo ¢t < 0 temos que P(X; =Y;) =1,

11



Claramente a segunda propriedade implica a primeira. No entanto, dois processos podem
ser equivalentes, mas tém trajetorias completamente diferentes.

Definicao 1.2.2. EI(Processo Adaptado a Filtragao)
Um processo estocdstico X; € dito adaptado a filtragao (Fy) : t € [0,T] se para cada
t €[0,T] a varidvel X (t) é mensurdvel em relagao a o-dlgebra F;.

Definigao 1.2.3. (Esperan¢a condicional)
Seja X uma variavel aleatoria integravel em (2, F, P) e seja Y uma sub o - algebra de
(F:). A esperanca condicional E[X|Y] é uma variavel aleatoria Y mensurével tal que

/AXdE:/AE[deP, (12)

para todo o conjunto A € Y.

Teorema 1.2.1. (Propriedades da esperanca condicional)
Sejam X e GG variaveis aleatorias integraveis em (2, F,P), e Y uma sub o- algebra de F.
Entao

1. Se a e b sao constantes entao E[aX + bG|Y| = aE[X|G] + bE[G|Y] (linearidade);
2. Se X ¢ Y - mensuravel entao E[X|Y]| = X (propriedade de projecao);
3. E[E[X Y]] = E[X] (invariancia da média);

4. Se X, > 0e X,, > X com E[X] < oo, entao E[XG|Y] = GE[X|Y] (Y - mensuraveis
comportam-se como constantes);

5. Se X ¢é independente de Y, entao E[X|Y] = E[X] (independéncia de Y);
6. Se X <Y q.c, entdao E[X|Y] < E[X]|Y] (monotocidade);

7. Se lim, .o, X;, = X com probabilidade um, |X,| < G, e G é integravel, entao
lim,, 0 E[X,|Y] = E[X|Y] (convergéncia dominada);

8. Se Y1 CY; entao E[E[X|Y)]|Y2] = E[X|Y;] (filtracao).

!(Filtragao)
Uma filtragdo em Q é uma familia crescente F; : t € [0,t] de o - algebras.
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1.3 Processo de Wiener ou Movimento Browniano

Em 1828 o botanico Robert Brown descreveu o movimento de uma particula de polen
suspensa em um fluido como sendo um movimento irregular e aleatoério. Mais tarde, em
1905, Albert Einstein argumentou que este movimento era oriundo do bombardeamento
de outras particulas do fluido, e interpretou o movimento numa abordagem estatistica, ob-
tendo uma equagao da difusao para a funcao de densidade de probabilidade que descreve
a dindmica da particula que evolui com o passar do tempo. Posteriormente, aproximada-
mente em 1931, Norbert Wienelﬂ apresentou uma fundamentacao matematica que pudesse
interpretar o movimento browniano como um processo estocéstico, e ainda formalizou ma-
tematicamente a teoria. Por essa razao, o movimento browniano também é chamado em
varios livros de Processo de Wiener.

Definig¢ao 1.3.1. (Movimento Browniano)
Formalmente, um processo estocastico W;:Q2 x Ry — R, é um movimento browniano se

1. Possui trajetorias continuas e inicializadas na origem: Wy(y) = 0, para quase todo
v EQ;

2. Os incrementos W; — W, tem distribui¢ao normal com média zero e variancia t — s
para 0 < s < ¢, que denotamos por N(0,¢ — s);

3. Os incrementos W, — W, e W, — W, sao independentes em intervalos de tempo
disjuntos 0 < s <t <wv < w;

4. Para w fixo, W, tem trajectoria continua.
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Figura 1.1: Trajectorias do Movimento de Wiener.

2Robert Brown, que em 1827 observou particulas presas em cavidades dentro de graos de pélen na
agua. BROWN (1828)
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As Condigoes que definem (W,);>¢ sao suficientes para determinar todas as pro-
babilidades associadas ao processo. Como consequéncia da defini¢ao, teremos a seguinte
propriedade.

Proposigao 1.3.1. Se (W;);>¢ € um Movimento Browniano, entao para quaisquer tempo
s et temos E[W, W] = min(s, t).

Demonstra¢ao. Demonstragao em [13]. O

1.3.1 Martingales

Definigao 1.3.2. As martingales surgiram como modelos de jogos justos, na sua formula-
¢ao mais simples e em tempo discreto, uma sucessao de variaveis aleatorias (X,,),>0 com
esperanca finita ¢ uma martingale se E,(X,,11|Xo, X1, ..., X)) = X,, Se pensarmos que X,
representa a fortuna de um jogador ao fim de n jogadas, entao E, (X, +1]|Xo, X1,..., Xy) =
X, significa que a fortuna do jogador ao fim da proxima jogada é, em média, igual a sua
fortuna actual.

Definigao 1.3.3. Seja (2, F, P) um espago de probabilidade e F = (F;)i>0 uma filtragdo
dada, isto €, uma familia crescente de o-dlgebras: t > s — Fy C F;. Um processo
estocdstico M = (My)¢>o chama-se uma F-martingale se verifica as condigoes:

1. M ¢é A-adaptado, isto é, M; é F;-mensurdvel para qualquer t > 0.
2. E,|M;| < oo para qualquer t > 0.

3. E(M,|Fs) = My para qualquer s < t.

4. O processo estocdastico M chama-se uma A-supermartingale se verifica 1 e 2 da
definicao
e

(Sup): E(M|As) < M para qualquer s <t e (Sup) E(M|As) = M; Para qualquer s < t.

1.3.2 Integral Estocastico

Considerando a Filtracao natural do movimento browniano F;, a integral estocastica de
[t6 de um processo elementar H em relacao a um movimento browniano W; é dado por

/0 HodWW, = 3 (H)ia (W) = (W)i) (13)

Variando t > 0, denotamos por Y; o processo dado pela integral estocéstica
t
Y, = / HdW (1.4)
0
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Proposicao 1.3.2. (Isometria de It6). Dada uma integral de It6 Y, = fot HdW, as
varidveis aleatérias Y, € H € L*(Q) e Hs € L*(2 x [0,t]) tem as mesmas normas nos
respectivos espacos, isto é

E </0t ht(w)dW)Q _E (/Ot hg(w)ds> |

Demonstra¢ao. Demonstragao em [17] O
Definicao 1.3.4. Dizemos que um processo estocéstico adaptado H; ﬂ é Ito integravel
no intervalo [0, ] se E ( IS Ht(w)dW> = L2 — limys o [ H2AW

Sejam dadas as constantes a e b € R e os processos G e H € L?[0,T].

1. Linearidade
T T T
/ (aG + bH)dW (s) :/ aGdW(s)+/ bHAW (s),
0 0 0

2. (Gerador de martingales) O processo

E (/UT GdW(s)> =0,
E (/OTGdW(s))2 —F (/DTGZ) ds.

Para as demonstragoes destas propriedades veja [17].

1.3.3 Equacoes diferenciais estocasticas

O resultado principal desta seccao é um teorema de existéncia e unicidade de solucao de
equagoes diferenciais estocasticas (EDE) em R™

Definicao 1.3.5. Equacao Diferencial Estocdstica
Uma equagao diferencial estocastica ¢ uma equagao com condigao inicial do tipo:

dS(t) = p(t, S(t))dt + o(t, S(t))dW (t). (1.5)

5(0) = so. (1.6)
Onde :

3Um processo estocastica (X1)i>0 € dito adaptado a uma filtracao (F;);>0, se para cada tempo ¢ > 0, a
variavel aleatoria X; é mensuravel em relacao 4 o-dlgebra F;. Todo o processo é adaptado & sua filtragao
natural F; = 0(X;,0 < s <t), também chamado de historia do processo até ao tempo t.
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e S(t) é uma incognita na equagao;
e Os coeficiente i e 0 sao funcoes;

e W (t) é um processo de Wiener.

Proposigao 1.3.3. A solugao de (([1.17))) é um processo S(t) satisfazendo

S(t):so—l—/o ,u(s,S(s))ds—l—/O o(s,S(s))dW (s), (1.7)

para todo t € [0, 7.

1.4 Foé6rmula de It

Nesta seccao introduzimos a féormula de Ito6 para o célculo estocéstico. Esta férmula é
usada para achar o diferencial de funcoes de duas variaveis.

Teorema 1.4.1. Suponhamos que S(t) seque um processo estocdstico da forma:
dS(t) = p(t)dt + o(t)dW (t), (1.8)

onde u(t) € M'(0,T) e o(t) € M*(0,T). Seja h : R x [0,T] — R uma fungdo continua

of Of %f ,pi i ;
tal que 5r0 950 Bz ExIstem e sao continuas.

Definamos o processo estocdstico (Y (t))iejor) Y (t) = f(t,S(t)).
Entao o diferencial estocdstico Y (t) = f(t,S(t)) existe e € dado por:

) ) 1, 0*Y

= E(t, S(t))dt + mdS(f) + 50’ 852(16)

dy (t, () (dS(#))*.

Observagao 1.4.1. (dS(t))? é formalmente calculado através da tabela de multiplicagio
abaixo.

Tabela 1.1: Tabela de multiplicacao de It6

x | dt dW(t)
dt | 0 0
dW(t) | 0 dt

Demonstragao. Consideremos a formula de Taylor (expansao polinomial )

flz) = ZM. (1.9)

n!

Reescrevendo a formula (1.9)), do seguinte modo:
_ — @)z —a)"
Fo) = fla)+ 3 ==
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f(@) = fla) = d o
Trocando = por x + Az e a por z, obtemoZ:1
flx+ Azx) — an )(Az)" (1.10)
Reescrevendo a formula (1.10]), obtemos:
flx+Ax)— f(x)=fl(x) Ao+ = fn Zf" Y(Ax)™
Tomando limite para Ax — 0 e desprezando os termos superiores a 2, obtemos:
af = af T+ ;gQé(dx)Q. (1.11)

Agora na equacgao (|1.8]), considerando f = f(t,S;) e utilizando a série de Taylor desen-
volvida em (|1.11)), obtemos:
of

df = mdS( )+

i :
2952 )

(1.12)

De temos que:
(dS(1))* = (u(t)dt + odW (t))* = [u(t)2dt® + 2uc (t)dtdW (t) + o (t)2(dW (t))?].
Considerando que (d#)] dtdWAE)™ e que W2 tntdo:
(dS())? = o?(t)dt.

Dai que a equacgao (|1.12) fica:

df = (af(t S(t)) + %{)(t S(t)) + 1028?‘2{75) (t, S(t))> dt+aag{t) (t,S(t))dW (t).

[]

A féormula de It6 multidimensional para dimensao n pode ser representada como

df = +Zulaf 5 [aHadt—l—Z

AW (1),

onde H denota a matriz Hessiana
o0 f

J axzaj

O traco é definido pelo somatorio dos elementos da diagonal principal, isto é
i
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1.5 Movimento Browniano Geométrico

Consideremos a equacao diferencial estocéstica

{dS(t) = uS(t)dt + o S(t)dW (t) (1.13)

S(to) = Sp-

Esta equagao ¢ chamada Movimento Browniano Geométrico (MBG) e sera uma ferramenta
fundamental para modelar o preco de activos. Neste contexto p é chamada de drift e o
coeficiente o é chamado de volatilidade do activo.

Proposigao 1.5.1. A solucao da equagao ([1.13)) ¢ um processo satisfazendo a equagao
1

Demonstragao. Seja Y (t,S(t)) = In S(¢), aplicando a formula de 1t6, temos

oy Y 1, 8%

- 550 (t, S(1)) (A5 (1))*

Onde as derivadas parciais sao dadas por

2t s) = o %(t, S(t) = % . (;2@, S(1) = — 521@). (1.15)
Entao
(dY (£, S()) = dIn S(t) = {o - pSH— — 102;@%#} dt
+ UM%dW(t)
dlnS(t) = (u - %02) dt + odW (t).
Integrando no intervalo de ¢y a t, temos
/0 din(t) = /t (u - %UQ) ds + /t o (s, S(s))dW ()
InS(t) —InS(0) = (u - %02> (t—to) +a(W(t) — W(ty))
S(t) = spexp { (u — %(72) (t—to) +o(W(t) — W(to))} .
[
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1.5.1 Existéncia e unicidade de solugoes

Sejam f:R" x [0,7] — R" e g : R" x [0,T] — R™ ™ fung¢des mensuraveis satisfazendo
as seguintes condigoes:

1. (a) Condigao de Lipschitz: existe uma constante K > 0 tal que Vz,y € R e
vVt € 10,T]
’f(.T,t) - :u(y>t>‘ + \g(:v,t) - g(y>t>‘ < K |$ - y| :

(b) Restrigdo de crescimento: existe uma constante C' > 0 tal que Vt € [ty,T] e
Vr € R,
[f (@, O + lg(a, )P < CP(L+ [af).

Onde |.| denota a correspondente norma euclidiana em cada espago considerado e K ¢
uma constante. Seja Y uma variavel aleatoria n-dimensional independente do movimento
browniano m-dimensional (By)c(o,7] dado tal que E(|Y|?) < oo

Entao a equacao diferencial estocastica
dS(t) = u(t,S(t))dt + o(t, S(t))dW (). (1.17)

5(0) = so. (1.18)

Admite uma tnica solugao.
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Capitulo 2

Dinamica de Portfolio

O estudo de Financgas Classicas comega em 1952, quando da publicacao do trabalho se-
minal de Harry Markowitz (1952), intitulado “Portfolio Selection”, ou Teoria de Selegao
de Portfolios, na qual o autor formula basicamente dois estagios para selecao de carteiras
de investimentos. O primeiro estagio corresponde a selecao dos activos que irao compor
o portfélio, através da observacao e da analise do desempenho futuro esperado dos titu-
los. J& o segundo estagio tem como foco optimizar o desempenho do portfélio através
da ponderagao do peso de cada titulo na carteira. Vale salientar que Markowitz (1952)
tem como foco do seu trabalho o segundo estégio, desenvolvendo uma metodologia para
optimizar o portfolio para o que se espera de um investimento racional: o maior retorno
para determinado nivel de risco ou o menor risco para determinado nivel de retorno.
Neste capitulo vamos trazer a derivagao da dindmica de um portfélio. Salientar que para
a derivacao deste capitulo vamos usar a obra [4], com algumas alteragdes nas variaveis
baseada em [19].

2.1 Portfélio

Vamos considerar um mercado financeiro que consiste de vérios activos com diferentes
pregos. Suponhamos que o tempo esta dividido em periodos de tempo iguais At e que
as vendas s6 acontecem em pontos discretos nAt, n = 0,1,2,3... vamos proceder assim
com o estudo tomando um periodo fixo [t,t 4+ At], para algum t = nAt. Este intervalo ¢
chamado de periodo t. Partindo de modelagao para pontos discretos, vamos fazer o At
tender a zero para ter o modelo.

e N é o nimero de activos;

e h; é o numero de agoes do tipo i;

¢(t) representa a taxa de consumo durante o periodo t;

S; é o preco da acao i;
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e V() é o valor do portifélio no periodo t.

2.2 Portfélio autofinanciado

Definicao 2.2.1. (Portfolio autofinanciado)
Um portfélio h com o valor V' diz se autofinanciado se satisfaz a condigao

N

dV(t) = hi(t)dSi(t) — c(t)dt, (2.1)

=0

Definigao 2.2.2. (Portfolio relativo)
Para um determinado portfélio h, o portfélio relativo é dado por:

hi(t)S;(t)

Wi(t) = V(t) ) (2'2)

> mt) =1

1=0

Definicao 2.2.3. Definimos activo sem risco e activo com risco.

Temos que o preco de um activo sem risco sera dado por

dSo(t) = ToSO(t)dt
So(0) = 1.

E um activo com risco sera descrito pelo modelo geométrico browniano

dS(t) = S(t)(udt + odW (1))
So(O) = S0

onde temos que
e 7 representa a taxa de juros;

e 4 representa o investimento;

e o representa a volatilidade;

dt representa a primeira derivada em funcao do tempo; e

dW (t) representa o movimento Browiniano.
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A informcao e decisoes no modelo estao estruturadas da seguinte maneira:
e No fnicio do periodo ¢, tomamos o portfélio de perfodo antigo, by sy = hy_al,i = 1,2,3, ..., N;
e No tempo t observa-se o vector de pregos dos activos neste tempo: S; = (S}, 52,53, ..., SN);
e No tempo t depois vamos observar o vector S;, escolhe-se um novo portfélio h; para ser
vendido durante o periodo t.

Observacao 2.2.1. O Portfdlio que estd a ser estudado nesse trabalho, € sem o pagamento
de dividendos de activos.

2.3 Calculo do valor de portfélio

No inicio do periodo [t,t+A,], 0 nosso valor V; & igual ao valor correspondente ao portfolio
do periodo passado h;_a;. Entao podemos escrever da seguinte maneira:

N
‘/t — Z ht—AiSZ — ht—AtSt (23)

=1

A equacao ([2.3) nos mostra o valor no inicio do periodo ¢ é igual ao valor correspondente
a venda do portfolio antigo aos precos de hoje (periodo t). Este Valor V; pode ser usado
para a compra de novo portfélio para ser vendido durante o periodo ¢ e para a taxa de
consumo do periodo t. O custo do novo portfélio h; que deve ser comprado aos precos de
hoje é dado por

N
=1

O custo do consumo C; para todo o periodo é dado C;A;. No valor do Portfélio
antigo retiramos uma parte para a compra do novo portfélio e o resto consideramos para
o consumo. Com estas informagoes podemos escrever a equagao do or¢amento para o

periodo t:
htAtSt — htSt = CtAt < htAtSt = htSt + CtAt. (24)

Vamos introduzir a notagao AX, = X; — X;_a; para algum processo arbitrario X;. A
equacao de orcamento ([2.4) vamos escrever como

Sy Ahy + CyAt = 0. (2.5)

Objectivo é encontrar o modelo na forma continua, entao faremos At — 0 na equagao

(2.5) obtendo,

O procedimento feito para encontrar a equagao (2.6) é correcto, porém nos queremos
encontrar o modelo no tempo continou, fazendo At — 0 na equagao (2.6) e obtemos
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O procedimento feito para encontrar a equagao é correcto, porém no nosso caso,
é considerado incorrecto porque todas as equagoes diferencias devem ser interpretadas
sobre o ponto de vista de Itd6. A correcgao é feita pela adicao e subtracao de S;_a;Ahq
no primeiro membro da equagao :

St—AtAht - St—AtAht + StAht + OtA = 0
SthtAht - (St - Stht)Aht + CtA == 0 (28)
St—AtAht + AStAht + CtA = 0

Agora fazendo At — 0 na equagao ([2.8) temos que:

Fazendo At — 0 na equagao temos que:
Vi = hSy (2.10)
e aplicando o diferencial de It6, obtemos:
AV, = hdS, + Sidhy + dS,dh,. (2.11)

A equagao (2.11)) é a equacao geral para a dindmica de um portfolio arbitrario e a equagao
(2.9) é a equagao de or¢amento valida para qualquer portfélio auto-financiado:

Em particular se ndo houver algum consumo (C; = 0), teremos que

d‘/t = ht dSt

Definigao 2.3.1. Seja dado o processo de pre¢os N-dimensional (S;:t > 0).

1. Uma estratégia de portfolio, frequentemente chamada de portfolio, € qualquer pro-
cesso (Sy 1t > 0) adaptado a F;. Isto quer dizer que hy é mensuravel em relag¢ao d
filtracao F; gerada pelo processo de preco S;.

2. 0 portfolio h é dito Markoviano se for da forma
ht = h(t, St)
para alguma funcio h : RY x RY «— RV,

8. O walor V' corresponde ao valor do portfélio h no tempo t é dado por
N
V=) S
i=1
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4. O processo consumo é unidimensional (Cy : t > 0) adapatado a F;.

5. O par portfdlio - consumo € dito auto-financiado se o valor do processo V" satisfaca
a condi¢ao:

N
dV" = " hdS; — Cydt
i=!

(2.13)
- htdSt - Ctdt

Observacao 2.3.1. Geralmente se admite que o portfolio hy dependa também dos pregos
da trajectoria passada (S, : u < 0). Nesse trabalho consideramos apenas portfélios Mar-
kovianos, aqueles que dependem apenas dos precos do tempo t em que estivermos. Por
vezes € necessario exprimir o valor do portfolio em funcao dos pesos de cada elemento do
vector hy. Isto significa que ao invés de usar o niumero absoluto de activos de um certo
tipo 1 que estao no portfolio, podemos usar a percentagem (propor¢ao relativa ou retorno
relativo) que este nimero total de activos vale no total do portfélio.
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Capitulo 3

Resseguro e investimento

Neste capitulo vamos abordar da acerca optimizacao de resseguro e investimento, onde
traremos a formulacao de um problema de resseguro éptimo e controle do investimento
usando como apoio as estratégias admissiveis e o principio da programacao dinamica,
e para uma melhor compreensao, vamos separar o resseguro do investimento em 3 casos
especificos e os célculos junto da analise do modelo serao sustentados pelas seguintes obras
[19] e [§]. Frisar que no final dos trés casos, traremos as anélises dentro do Benchmark.

3.1 Formulacao do problema

Iniciamos a formulagao, definindo um espaco de probabilidade completo e filtrado (2, F, Ficjo,1], P)
que satisfaz a condicao usual.

Fiep,r) € uma filtragao com Fr onde T' & um horizonte de tempo fixo e finito.

Nessas condigbes, modelamos o processo de risco C(t) de acordo com o modelo de difusao

dC(t) = adt — bdW (t), (3.1)

onde temos que a e b sdo constantes positivas, W (t) o movimento browiniano definido em
(2, F, Ficor), P). Supondo que o prémio sera pago de forma continua e a constante de
seguro ¢ = (1 4 #)A com seguro reforgado sempre que § — 0. De acordo com a equagao
, a equagao de resseguro sera dada segundo o processo em [§]:

dR(t) = cdt — dC(t) = abdt + bdW (t), (3.2)

como forma de reduzir a exposi¢ao ao risco, a seguradora compra um resseguro e p(t)
representa a proporg¢ao de cada sinistro pago pelo resseguro.

Aplicando o resseguro proporcional entre a seguradora e a resseguradora, obtemos o se-
guinte:

dR(t) = (0 — np(t))adt + b(1 — p(t))dW ),

onde n > 0 representa a seguranca da resseguradora.
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Daqui, temos que o lucro da seguradora sera (14 0)\ — (1 +n)p(t)A — (1 — p(t)) .

Para uma melhor compreensao dos calctulos e resolucao, vamos deixar claro que a
variavel R representa o resseguro, enquanto que X representa o portfélio.
Usando a defini¢ao de activo com risco e activo sem risco dado na dinadmica do portfélio

e pela eq. (2.4), obtemos o seguinte:

= morSo(t)dt + wS(t)(pdt + odW) + (a — (1 — p(t))N)dt + bp(t)dW (t).

Por calculos matematicos teremos o modelo que segue,

dX = [rX(t)+7m(t)(p—7)+ a(@ —np(t))\|dt + [ro + b(1 — p(t))]dWV (t) (3.3)

Observagao 3.1.1. A estratégia 6ptima de resseguro dindmico pode orientar a seguradora
a tomar decisoes de longo prazo em relagao ao resseguro e ao investimento. Por outro
lado, a anéalise de sensibilidade do modelo paramétrico também pode ajudar a seguradora
a avaliar a estratégia actual e ajusté-la no proximo periodo.

Daremos, assim, alguns meios que vao ajudar na analise:

Para o excedente inicial, teremos que, para X € (0,U), vamos definir os seguintes
tempos de paragem.

{T({D:inf{t]tzo e X <0}, (5.4)

T{jzinf{t!tZO e X> U},

para 75 = 00 e T, = 00, teremos que o processo excedente nunca pode atingir 0 e U, res-
pectivamente. Indica assim, o primeiro tempo antes que o valor excedente atinja ruina,
podemos ver os casos concretos que seguem.

P P P
TP {TU, se To >TU

- P P
00 se To < T -

(3.5)

Em muitas literaturas, o objectivo tradicional ¢ minimizar o tempo esperado para alcangar
o objectivo maior antes da ruina, selecionando o nivel de retengao de risco ideal, ou seja,

inf EL (77| X, = 2), (3.6)
P

onde EZ(.) é a esperanca condicional definida sobre P com a excedente inicial X. A
estrutura mencionada acima € o resseguro 6ptimo tradicional, o problema de minimizacao
do tempo esperado. No entanto, os modelos paramétricos usados, teoricamente contém
importantes incertezas dentre estimativas de parametros, como os termos de difusao do
processo de seguro. Isso significa que a seguradora geralmente tem que ser responsavel por
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um nivel de erro significativo com estimativas de parametros do drift. Em outras palavras,
além da medida de probabilidade de referéncia IP, existem outras medidas de probabilidade
possiveis para a dindmica do processo estocéstico. Mais precisamente, as seguradoras
suspeitam que o drift do processo de seguro pode ser especificado incorretamente. Entao,
ao invés de optimizar sob a medida de referéncia P, elas consideram definir Q das medidas
candidatas que sao localmente equivalente a P | e a incerteza do modelo é caracterizada
por uma transformagao de Girsanov de acordo com [I5]. Uma medida de probabilidade
Q esta no definir o se for

dQ 1 s s

para algum F-progressivamente mensuravel. Assume-se que o processo (6;):>0, para qual-
quer t > 0, sempre existe alguma constante Kq tal que |0;| < Kq, e o processo 6, satisfaz

EQ ( fOTp 6? dt) < oo para alguma estratégia de resseguro p. Denotamos por © todo o
espago do processo {6;,t > 0}.

Além disso, ficou claro que P € ¢ com 6; = 0.

Com isso, construimos uma familia de probabilidades mensuraveis em o parame-
trizada por # € © de acordo com o Teorema de Girsanov. Sob a medida alternativa Q, o
processo B? ¢ dado por:

dBR = dB, — 0,dt (3.8)

¢ um movimento browniano padrao adaptado a informacao filtrada F,. E uma probabili-
dade completa no espago (2, F, Q). Note que as alternativas para o modelo da classe o
diferem apenas no investimento, porque nos usamos o teorema de Girsanov para defini-lo.
Portanto, o processo de excedente evolui de acordo com a seguinte dinamica:

dX = [rX () +7(t)(u—7r)+a(@—npt))A+b(1—p(t))]dt+[ro+b(1—p(t)]dB(t) (3.9)

sobre a medida Q.

Definicao 3.1.1. Estratégias admissiveis - A estratégia de ressequro pg,t > 0 € admissivel
se:

1. p; é F; progressivamente Mensuravel;
2.0<p <1;

3. E}(77) < 0o sob a medida Q.

Denotamos o conjunto de todas as estratégias admissiveis para A
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Para qualquer Q € o,p € A e ¢ > 0, podemos formular um problema robusto de
controle para modificar o problema ({3.6]) e definir um funcional da seguinte forma

1
7 z) = E(17) — —W(Qyp|Prp), (3.10)
€
para qualquer P € A, s > 0. De (3.6)), temos que a funcdo valor ¢ dado por
1
V(z) = inf {sup {Eg(rp) — —h(QTp]IP’Tp)} } : (3.11)
peA | Qeo €

Com a entropia relativa de Q e P no tempo t dado por

h(Q:|P,) = EQ (m(%)), (3.12)

onde Q; (IP;) é a probabilidade medida por Q (IP) restrito para F; podemos ver que os
pontos a partir do modelo de referéncia dado sao penalizados através do segundo termo

na esperanga matematica. De (3.7) e (3.12)) teremos que

d
QP =52 (1 (42))
r 1 t t
—EQ |- / 0%ds + / esst}
L 2 0 0
'1 t t
= EQ |- / 02ds + / QSdBS}
2 0 0

o[l ['p
=E7 |- [ 0.ds|.
_2 0

A partir de (3.11]), mostramos que a entropia relativa é escalada por €. A constante
positiva € reflete o nivel de aversao & ambiguidade, com isso, significa que com um € maior,
a seguradora tem menos fé dentro da referéncia do modelo e escolhe a alternativa mais
conservadora a medida desviante a partir de Benchmark.

Observagao 3.1.2. Aqui temos dois casos especiais, primeiro quando ¢ — 07, a se-
guradora é extremamente convencida que o modelo de Benchmark em P é exatamente o
modelo verdadeiro e qualquer desvio do modelo Benchmark seré penalizado infinitamente
por

h(Qt“Pt)E — +00

se 05 # 0. Para obter o supremo, 6 = 0 deve ser satisfeito, indicando que a pior medida
Q* deve ser a medida de referéncia P, garantindo assim que o termo de penalizacao seja
zero. A pior medida Q* é definida por:

Q" = argsup {]E?(ﬂ’) — %h(QTp]IPTp)} .

Qco
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Daqui, o problema (3.11)) reverte o problema tradicional ({3.6)), onde a seguradora
¢ ambiguidade-neutra. O outro caso de ¢ — 400 indica que a prazo para a penalizagao
vai desaparecer e todas as alternativas do modelo sao sobre igual fundamento.

3.2 Resultados Optimos

Nesta seccao, para o modelo de risco , nosso objectivo é encontrar a estratégia de
resseguro 6ptima para minimizar o tempo esperado para atingir um determinado objectivo
superior antes da ruina. Apresentamos um teorema de verificacdo na seccao a seguir,
que usamos para encontrar o valor V' na regiao (0,U). Ent@o, nas secgdes seguintes,
a estratégia de resseguro 6ptimo robusto e a funcao de valor associado sao derivados
explicitamente, nao s6 para o caso do resseguro barato mas também para o caso de
resseguro nao barato.

Definigao 3.2.1. Para qualquer fungao D(x) € C?(0,U), definimos o infinitésimo gerador
L™P por:

L7PD(x) = [rX(t) + m(t) (1 — r) + a(0 = np(t))A — (1 = p(t))A + 70 + b(1 = p(t))] Dowt

+ %[71'0’ +b(1 — p(t))]sz“ +1- %
(3.13)

Neste caso, D, e D,, representam, respectivamente, a primeira e segunda derivada. Além
disso, observamos que h& uma correspondéncia biunivoca entre o processo 6 e a medida ().
Portanto, para determinar o investimento 6ptimo da derivada de distor¢ao 6*, que repre-
senta a pior medida ) na equagao de HJB, consideramos a fungao valor V' (x). Supomos
que V(x) ¢ uma fungao de classe C*(0,U) e satisfaz a seguinte equagao de Hamilton-
Jacobi-Bellman (HJB):

inf,e 4 {Supg@[ﬁevPV(a:)]} =0,
com a seguinte condicao de fronteira

V(U) =0. (3.14)

A seguir, daremos o seguinte teorema de verificagao que mostra que uma solucao classica
da equagao HJB, sujeita as condic¢oes de fronteira (3.14]), é a funcao valor.

Teorema 3.2.1. Teorema de verifica¢ao
Suponhamos que D(z) € C%(0,U) satisfaz as seguintes condigoes:

1. D(x) é uma fungao estritamente decrescente e continua em (0, U);

2. Para algum p € A, L7 D(z) > 0;
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3. Para algum 0 € ®, L% D(z) < 0;

4. L7V D(z) = 0;

6. Para algumas constantes a; e az, D(z) < a; + azIn (%)

Entao, a func¢ao valor V(x) definido em (3.11]) coincide com D(z) em (0,U), com isso,
podemos prosseguir com V' (x), pode ser visto em [19].

3.2.1 O caso de resseguro barato

Nessa subsecgao, suponhamos que a resseguradora cobra os prémios de acordo com res-
seguro barato, ou seja, §; = A. Entao, prosseguimos para encontrar uma solucao cléssica

para a equacao que segue, se 1 = A, a eq. (3.13)) fica,

inf | sup [(rX +7(p —ro) +ab — 0, + p(t)(0 + b) + 7o) |Vo+
peA | gcd

(3.15)

+ = [ro + bp(t) PV | = 0.

DO | —

Com a condigao de fronteira dada em (3.14]). Devido a condi¢ao (1) do Teorema ({3.2.1)),
temos que V, < 0. Na condicao de optimalidade no primeiro caso, maximizamos em 6.

peEA

inf {(TX(t) +7(t)(u—71)+aloc—npt))N — (1 —p(E)A + 70 +b(1 — p(t)))Ve+
(3.16)
+ %[WQ +b(1 = p(t)]? (Ve + V) + 1} =0.

Assumimos que V, + €V, > 0 por diferenciagao, entao a minimizagao global em

(3.16)) ¢ dada por
ab V.

7o +b)2 Vg + V2

~

(3.17)

Se p(z) € [0, 1], assumimos que p*(z) = p(z). Usando p(z) em (3.16)) teremos

1 202 2
XV, - 120 Vs

e R (3.18)
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Note que é bastante dificil encontrar a solugao dessa equagao diferencial nao linear
directamente. Com isso, vamos usar o método da transformagao exponencial.

P(z) = V@
Daqui, temos:
V()= 22,
Vo(w) = f@fég (3.19)
V() = (pxx(quz_(xq))$(m)

Substituindo essas igualdades em (|3.18)), obtemos:

1 6 o
0, — = - — +ed =0 3.20
" 2 (7r6+b)2><<1>m+6 (3:20)
com as condigoes de fronteira §(u) = 1. Note que a equagao diferencial (3.20) tem a
solugao geral

O(x) = (%)q (3.21)

onde ¢ definido da seguinte maneira

r_i_l.L 1 Q
q:M+e—\/(r+ 2 (3.22)

2r 2 (16 4 b))? + 4re "

Pela expressao (3.20)) e (3.21) temos que V(x) = 41n (%) , e daqui, temos

ab Ve

(mo+0)2 Vo + V2 — (mafb)Q =t

p= (3.23)

que é sempre positivo no intervalo de (0,U), percebemos que 0 < p < 1 implica

que x < x7j definido por

. (mo+0)*(¢—1)
o e > 0. (3.24)

Para qualquer x € (0,27) N (0,U), a equagao é p*(x) = p(x) e temos que 0 < p* < 1. Isso
implica que, a regidgo € (0,z7) N (0,U) é definida como regiao de resseguro e o estado
de x7 é chamado de ponto limite de resseguro. Nesse contexto, podemos ver os resultados
6ptimos em dois contextos especificos: U < z] e 27 < U.

Caso 1 : Se U < z7, este é intervalo inteiro (0, U) na regiao de resseguro. Por isso,
podemos ter o seguinte teorema.
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Teorema 3.2.2. Se U < z7, a funcao valor é definida por

Viz) = gln(%). (3.25)

A estratégia 6ptima de resseguro robusto é definida por

ab T

() = p(x) = . 3.26
e o investimento 6ptimo
01 (z) = ebp™V, = _abg_ (3.27)
' PR T '

Demonstragao. Podemos facilmente perceber que V' (x) é uma fungao decrescente de classe
C? em (0,U), que resolve a equagao de HIB dada em . Com o teorema de verificacao,
podemos concluir que V' é a fungao valor e o valor é obtido através da estratégia de
resseguro 6ptima p* medida com investimento 67.

O resultado do Teorema é dado sob a condi¢ao 0 < e. Em casos extremos,
isto é, ¢ = 0o, nao existem informacoes sobre o modelo verdadeiro e a incerteza, assumindo
a estratégia completa de resseguro, faz a incerteza aumentar ao avaliar em r. A proposigao
a seguir mostra essa conclusao e indica que a expectativa robusta, que indica o tempo
esperado para alcancar a meta, ¢ igual a 1 quando a seguradora escolhe o activo sem

riscos. ]
Proposigao 3.2.1. Se pi(z) = p*(z), Vi(z) = V(z) e 6(z) = (07)(z), entdo a fungao
valor Ve(x) € uma fungao crescente, lim. ., pf(x) =0 e lim._,, Vi(z) = %ln(%)

A derivagao 6ptima de distor¢oes é sempre negativa e diminui para um limite finito
quando € — 0o. Assim podemos ver em ([3.27)) que

. ) s afq
Jim (@) = T e
ab 1
= lim — (_1+—>
E—00 b 1_q
3.28
» 2r ( |
el e
L 2 (o102 e
T_€+ \/(T+§m
_ab
o b

O que mostra que essa seguradora escolhe um distor¢cao negativa na medida em que
€ — OO

Caso 2 : Se z7 < U nao é dificil encontrar a estratégia 6ptima de resseguro
p*(z) = p(x) para 0 < x < x7 (regido de resseguro). Desta forma, de acordo com anélise
dentro do Caso 1, podemos deduzir que



Para 0 < x < 7, onde C é constante positiva. Além disso, o minimizador da equagao é
obtido em p*(z) = 0 usando propriedades da fun¢do quadratica para 7 < z < U (regido
nao ressegura), e portanto a correspondente Eq.(3.16]) transforma-se em

1
(re+m(p—r)+ad +70+0)V, + 5(#0 + 02 (Ve + €V2) +1=0. (3.29)

De acordo com a transformagao exponencial em (3.2.1]), a equagao acima reduz-se para

(x N 7r(,ur— ) N H(a:— )

b 1
+ ;) P, + 5(m +b)2®,, + €0 = 0. (3.30)

Para resolver esta equagao, podemos aplicar o método da série de poténcias usados em
[3]. Em primeiro lugar, podemos ver que a soluc¢ao geral para a equagao (3.29)), tem a
forma

B(z) = CCL®, (2) + CCudy (), (3.31)

Onde C) e C; sao constantes e as fungoes @4 (z) e Po(x) sdo dadas por

I1k=1( + 2 — 2k) o \" ab\*"
_1 R
+§: <WU+@J C“%r>’

ab) 00 Hizl(—f—{—l—Qk’) af 2n+1
Oy(x) = —+ Y <x—|— 7) .

n=1

Podemos assumir que

C’(%)q, 0 <z <77,
O(x) =
001(1)1(1‘) + CCQCI)Q(Z‘), I‘T <z < U.
(3.32)
Aplicando as condicoes de x] que sao,
O(zi+) =P(xi—). e! D (xi+) = D (x]—),
temos que
* z] -1 1 Tk x] e
eari)a () # - %D () (3.33)
1 = 7 ¥ 7 *
O2(27) P (27) — Po(2]) 1 (27)
¥ q_l ’ %
() () & - @)
02 - zr\? / ’
() @1(an)h(a1) — ) (21)@a(a3).
Da condigao de fronteira ®(U) = 1, temos que
1
C = : (3.34)

C19,(U) + Co®o(U)
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Podemos perceber que a fungao ®(z) é também duas vezes continuamente diferenciavel
no ponto x1, portanto, a partir de (3.2.1)) e (3.36)), temos a solu¢do da equacao de HJB
em (3.15)) dada por

Viz) = Lm[C(£)"], 0<x<a; (3.35)
L In[CC D (z) + CCL, Py ()], i <ax<U

Nesse contexto, vamos verificar que a solugdo para a equagao de HJB é exatamente a
fungao valor. No entanto, nao é facil verificar a monotonicidade estrita de V(x) directa-
mente. Pelo facto de existir uma ligagdo entre V' (z) e ®, e podemos obter V(z) para se
obter ® em C?(0,U), a fungdo ¢ decrescente.

Lema 3.2.1. ®(z), dado em (3.36)), ¢ uma funcio estritamente decrescente em C*(0,U).

Demonstragao. Seja ®(x) definido como:
®(z) = @), (3.36)
onde € é uma constante positiva e z € C?(0,U). Entao, ®(z) é uma fungao estritamente
decrescente em C%(0,U).
Demonstracao

Para provar que ®(x) é estritamente decrescente em C?(0, U), precisamos demons-
trar que sua derivada é negativa em relagdo a x. Para isso, derivamos ®(z) em relagao a
x:

d®(z) — @) d(f]q)(x)).

7 3.37
dx dx ( )
Agora, considerando que ®(z) = ¢“®@, temos:
Isolando d‘zg”), obtemos:
dd(z)
1—e-e®@). =0. 3.39
(1. e 92 53

Dado que € > 0 e “®@®

> 0, entdo 1 — e - e“®@ < 0. Portanto, a tunica solucéo
para a derivada %Sf) ¢ zero. Isso implica que ®(x) é uma fungao constante ou, em outras
palavras, ®(x) ¢é estritamente decrescente em C?(0,U).

Teorema: Com base no Lema dado, podemos concluir que a funcio ®(z) = e“*®

¢ decrescente em C?(0, U), resolvendo a equagao de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) com
as condigoes de contorno apropriadas. Pelo Teorema de Verificagao, obtemos a seguinte
afirmagao:

Se ®(x) é uma solugao da equagao de HIB, entao ®(x) é estritamente decrescente
em C?(0,U). O
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A partir do lema dado, podemos concluir que ®(z) = e“*@® ¢ uma fungio decres-

cente em C?(0,U), resolvendo a equagao de HJB com as condigoes de fronteira. Pelo
Teorema de verificagao, obtemos o seguinte teorema:

Teorema 3.2.3. Se z7,C1,Cy e C dado por (3.24)), (3.33) e (3.34), respectivamente. Se
U > x] a fungao valor sera dado por

CInd(z) | im[C(&)7], 0<z<a}
v(z) = P Pt eityet S0 <o <U
A estratégia optima de ressequro robusto € definida como,
* _ af X *
p (x) - _7I'O'+b X E’ 0 < X17 (34())
1, X <X LU,
e a difusao optima de distor¢do serd
* _ [ _ eab X *
0i(z) = ( (M+b)(p_1)) Ve(2), 0 <z <aj, (3.41)
e(mo + b)Vy(x), <z <U,

Demonstracio. E possivel perceber, olhando para a funcio valor V(z) em (?7) satisfaz
todas as condigoes do Teorema . Além do mais, a estratégia ideal de resseguro é
uma derivagao 6ptimo de distor¢ao, é provado por ser uma das estratégias admissiveis e
pelo lema anterior. O

Lema 3.2.2. Presumimos que p* e ® sao definidos dentro de (3.40) e (3.41), entdo
EY" (7P7) < oo

3.2.2 Caso de resseguro nao barrato

Por suposicao, a resseguradora cobra o prémio de acordo com um resseguro diferente do
anterior, nao barato, isto é, § < n; em (3.8). Primeiro mostramos que existe um "Nivel
Seguro"tal que essa probabilidade de ruina, antes de alcancgar o objectivo superior é sempre
positivo quando o excedente inicial é abaixo do nivel seguro. Assim, de acordo com a
seccao anterior, nao é aplicavel tomar uma decisao 6ptima sob o critério de minimizar
o tempo esperado para atingir um objectivo. Em seguida, discutimos a optimizagao do
problema quando o excedente inicial é maior do que o nivel seguro. Na o6ptimalidade,
os resultados sao derivados explicitamente ao longo das mesmas linhas do caso anterior.
Lembrando da definicao do valor excedente para que nao atinja a ruina atravées de

=7t se v > T8 e
P = 00, se 5 < T8
- 1
V(z) = inf { sup |:@$(Té) <Th) — —h(@;pﬂP’}p)} } : (3.42)
peEA |o1€6: €

35



onde @, representa a probabilidade da ruina, dado o valor inicial X e o conjunto de es-
tratégias admissiveis A ¢ composto pelas estratégias que satisfazem as condicoes (i) e (i)
na defini¢ao de resseguro e pelo Teorema de verificagao. Ao assumir que V(x) e C*0,0),
a equacao correspondente sera

;g{ ilég[m () (i — 1)+ al@ = np(t))A — (1= p(t)A + 7o + b(1 — p(1))] Vs

(3.43)
—|—%[7r0 +0(1 = p(t)Vaa | =0,

Com as condigoes de fronteira

Para o modelo de risco em (3.8)), se o excedente é maior ou igual a

a(n —6)
Xs = )
r
entao a seguradora pode comprar resseguro total através da renda, a partir de X sem risco

no activo e excedente. Por essa razao, chamamos X, de nivel seguro. Nesse contexto,
vamos primeiro presumir que U < Xj.

Pela primeira condi¢ao de optimalidade, o maximizador é obtido em 67 = ebqV,.
Assim, a equacao pode ser simplificada para

;gi ilég[m + (@) (e —71) +al@ —np(t))A = (1 = p(t) AV,

(3.44)
+ % o 4 b(1 = p(t)]*Vee | = 0.

Derivando (3.44)) em relacao a p resolvendo a equagao correspondente, obtemos:

_ (—anA+ NV, w6
=——= — + — + L. 3.45
o) = g (3.45)

Se p(x) € [0, 1], entdo teremos p*(x) = p(x). Substituindo (3.45)) de volta na Eq.(3.44)),

obtemos o seguinte

mmé)} 7 L(—anA+ V2

r X +m(u—r+60—-0)+|ad—an — - Z = 0. 3.46
(1 )+ ( s (3.46)
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De forma similar, usamos o método da transformacdo exponencial, definindo ®(x) =

eV (@) , Daqui obtemos:

0\ ]| = 1 (—an\+ \)®2
rX +m(p—r+0-=209)+A (aé—an— Tan )] D, +§. ( Cmb(;— i =0 (3.47)
com as seguintes condic¢oes de fronteira
d(0) = ¢,
dU)=1
Por (3.47)) podemos obter que,
D, —anA + A
() = — mAr — (3.48)
s 2b 7T(,u—7“+9—5)—|—)\(a6—cm— 7 )—T’X:|
Combinando ([3.45)) e (3.48]), obtemos o seguinte
. (—anA + NV, 7o
T)=——"= — + — 41
o) = W e b
B _(—an)\%—/\)i)x +7r_5+1
T R(da) b (349)
)
2[W(u—r—l—@—é)—{—)\(aé—an—ﬂabn)—TX} 5
e e 1
b Tt
onde seré positivo para x € (0,U) e p < 1 implica x > x} com
)
2 {71’(#—7’4—9—5)4—)\(0,5—(171— ﬂabn )} +20 41
Ty = < Ts.

2r\

Se © € (x3;+00) N (0;U), podemos perceber que p*(z) = p(x) € (0,1). Nesse caso,
podemos chamar a regido (z3,4+00) N (0,U) de regidao de resseguro. Pelo que segue,
podemos considerar o problema no caso de U < 3 e x5 < U respectivamente.
Caso 1: Se U < z3, o minimizador de p(z) em resultar em 1, que indica que nao
ha compra de resseguro e a eq. pode ser simplificada para

inf {sup [re 4+ 7(t) (1 — 1) 4+ abX — (1 — p(t)) NV, + %[71’0‘ +b(1 — p(t))]2‘/?m} =0.
peEA | c€b (3 50)

Novamente, pela transformacao exponencial, obtemos

1 (—anX + \)®?
1= -

=0, 3.51
o (3.51)

rX +7(p— 7+ 60 —08) + Aad]®,
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com as seguintes condigdes de fronteira ®(0) = e e U = 1.
De forma similar, é facil obter

KA

ky(z) = =22 = — (zand + A . (3.52)

. 2b[7r(u—7’+9—5)—|—)\(7“X—|—a5—%)]

KA

Assim, a solucado de (3.51)) leva a forma

—rX+47n(p—r+60—5)+Xad

Q(x):A+B(rX+a(5—%> o +1.

Pelas condigoes de fronteira dadas, segue que

A = e — B(ad) 452?6“
ef—1
B = X (1 +0—3)f rad Xt r (it 0—8)4ras | )
(af) 2 L (rU 4+ 7(p — 7+ 0 — ) + Aad) +1

(3.53)

De acordo com as analises acima, obtemos o seguinte teorema.

Teorema 3.2.4. Sejam 3, A e B definidos em - e - Supondo que 0 < U < z3.

A probabilidade minima robusta de ruina V para o processo excedente (3.8) € dado por

rX+nm(p—r+0—56)+Aad +1:|

V(z) = %ln [A + B(rX +ad)” %br

A estratégia 6ptima robusta de resseguro ¢ dada por p*(x) = 1,

o*(z) = e(bo + m)p* (x)Vy(2) = e(bo + 7)V.

Caso 2: Se x5 < U, podemos ver que o limite de resseguro x3 cai em (0,U). Para
se obter a formula fechada da expressao da probabilidade minima robusta em (0,U), de-
finimos a funcdo k(x) que segue

A
— = 0 << a3,
2 [w(u—rw—a)ﬂ(rxw(s—z)}
— = x5 <x < U,
2 [W(M—r+e—5)+A(rX+a5—Z)}
Que ¢ uma fungao continua e decrescente na regiao (0,U). De acordo com
d -
cf;m = k(z), obtemos a fungao ®(x) no seguinte formato

x

®(x) = Ly — Lo /0 exp on k:(z)dz] dy,
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onde
eefl

fOU exp [ [ k(z)dz] dy

Podemos facilmente verificar essa funcio 6(z) resolvendo a equacéo ([3.47) quando 0 <
x < x5 e aequagao (3.51) quando x5 < x < U. Estes resultados resumem-se no seguinte
teorema:

Teorema 3.2.5. Sejam 0 < 23 < U < z. E x5 e k(x) definidos em (3.49) e (3.54),
respectivamente. Entao a probabilidade minima de robustez de ruina V' para o processo

excedente (3.8)) € dado por

oy 1 N 65—(e6*1)foz exp [ [ k(2)dz] dy
Vie) € : { fOUexp L[ k(2)dz] aly}7

leee (& Ly =

e a estratégia robusta € definida como

'(2) {L se0 <z <aj
LS (=and+A) .
W0 o)X rar-T)] 6T T
e ~
* ebVa(x), se 0 <z <l
0 ($) - 2ebV; () [randb—rX] N
b . sex > ;.

Podemos ver dos Teoremas (3.2.4) e (8.2.5) que a desigualdade V(z) > 0 detém
dentro do caso de resseguro nao barato quando U < x,. Isso significa que a probabilidade
do processo do controle de excedente atingir 0 antes de U é sempre positiva. Isso implica
que EQ(77) = oco. Portanto, temos uma estratégia nao admissivel para minimizar o tempo
esperado para alcangar uma meta.

Isso é ainda mais facil de alcangar 0 antes de U quando 0 < z < z; < U. Podemos
chegar & mesma conclusao para este caso.

3.2.3 Caso do controle de investimento
Nesta secg¢ao, consideramos o investimento em activos com risco no modelo. A seguradora

tem duas componentes no controle — resseguro e investimento. Como na secgao anterior,
assumimos que a func¢ao valor V', obtem-se resolvendo a equacao de HJB,

,i?ﬁ{iﬁ? [re+m(t)(n — ) + a0 — np(t))A — (1 - P(t)))\]vﬁ—%[7ra+b(1—p(t))]2‘/;x}: 0.
(3.55)
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O controle de investimento 6ptimo é uma estratégia de benchmark associada & fungao de
valor do investimento
(p1 —7)(0 —rz)

¢ = : (3.56)

o2

e as distor¢oes Optimas de derivagao sao processos de benchmark associados a fungoes

er oy €uVa(0 —ro)
0" (z) = ——— (3.57)
) oy el = V(o — 1)
n*(xr) = 0, : (3.58)

Seu>1e Vy(r) — eV <0, o minimizador de u em (3.43) serd p*(z) = 1 Substituindo
o p por 1 na equacao (3.43)), resolvendo, obtemos a seguinte equagao

(py —7)?V2 ()

1 2 2 _
[re 4+ w(t)(p— 1) + als — n)\ + w0V, + 5 [70]* Ve + €V 20, Vo 7 VI 0. (3.59)
Aplicando a substituicao
0(z) V(@)
temos que
1 2 (I)m(x) 2 q)m(x) (:ul _T)Z -
5 (o] l B.(2) ] + [re +7w(t)(n—1)+a(ly —n)\ + 76 B.(2) S 0. (3.60)
De forma similar, podemos assumir a relagao
... (2)
onde
1
Bla) = — — | (ro+ w(6) e — ) + a8 — m)A -+ 76) + /T + At — ) + als — mA + 76
L = o]
26,

(3.62)

que ¢ uma fungao negativa e decrescente. Entao vemos que @,,(x) < 0 e entao V,+eV?2 =
Pe2(2) . Ob io anteri trole de i iment
@ <0 servamos 0 mesmo que ha seccao anterior. o controle de investimento

6ptimo é uma estratégia de benchmark associada & fungao de valor do investimento

e (m—r)
T TR

e as distorcoes de derivacao 6ptimas sao processos de benchmark associados a fungoes

0*(z) = —elV,(x), (3.63)
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* 6(:“’1 - T)‘/;U(x)
n(r) =— . 3.64
(@) 018(x) ( )
Por outro lado, se L < & < U, das discussdes acima, notamos que ® resolve a eq. ((3.48))
se x> T e (3.61]) se x < Z. Seja a funcao

) B() L<zr<i
k(x) = {_5_Am — (3.65)

que ¢ uma fungdo continua e decrescente em [L, U] onde 3 é dado por (3.62). Entao ®
resolve

= k(x), (3.66)
em [L,U].

Observagao 3.2.1. Se q; > r, a fun¢do de valor do investimento p*(x) é positiva, im-
plicando que a sequradora compra o activo de risco (para ganhar qi), enquanto se q; <,
a fungao € negativa e a sequradora vende o activo de risco a descoberto para ganhar a
tazxa livre de risco r. A fung¢ao dptima de exposi¢ao ao risco ¢*(x) e a fun¢ao dptima de
investimento |p*(x)| sao ambas fungoes decrescentes de x no intervalo [L,U].

Isso mostra que, a medida que o superdavit aumenta, a sequradora adopta uma
estratégia menos arriscada (ou mais conservadora) comprando mais ressequro (com menor
exposi¢ao ao risco do sequro) e investindo menos no activo arriscado.

3.3 Analise econdmico e Benchmark

Nesta sec¢ao, vamos trazer a analise do resultado Optimo dentro do Benchmark, caso em
que a seguradora é neutra em termos de ambiguidade. Também a implicacao econémica
de varios parametros importantes do modelo sao mais explorados.

3.3.1 Resultados dentro do Benchmark

Apresentamos primeiro a estratégia éptima de resseguro e a fungao de valor associada
dentro do Benchmark. Se ¢ — 0 em z73, podemos obter o limite do resseguro no ponto
do benchmark, dado por

xy = lim z (3.67)

Nesse caso, aplicamos a mesma técnica, o resultado 6ptimo em benchmark para xf > U,
pode ser derivada directamente. Pode ser dado o resultado 6ptimo na proposicao que
segue.
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Proposigao 3.3.1. No caso de ressequro barato, se U < xzf, para qualquer x € (0,U), a
fungao valor Vo(z) no caso em benchmark serd

20> U
o(z) = tm V(@) = o, (a:) ’
e a estrategia optima de resseguro é dado por pi(z) = lim._,o+ p*(z) = ab%la: O con-

trole de investimento 6éptimo é uma estratégia de benchmark associada a func¢ao valor do

investimento
(u—7)(p—rz)
Ag1

Proposicao 3.3.2. No caso de ressequro barato, se xj < U, fun¢ao que define o tempo
minimo esperado tempo para alcangar uma meta em benchmark serd dado por

2h2 * U
Vo(z) =————1In (@> - / h(v)dv, 0<z <y,

:a%b% + 2b%r x .

0

7" (7) = qu(v) =

U
—/ h(v)dv, xy <ax<U,

*

e a estratégia optima de ressequro serd dado por

Wy 0< X <af
py(x) = . ’
1, X;<z<U,

onde

r 2a0 b? T2 r 2a0,
i) — . _ 21 _ il —u? du | .
(z) = exp{ EpeRT x} ( 7 o exp{a%%r +2} LS 73 OXP 35U + = u)

Definindo

= fB(x
entao teremos que, o controle de investimento dptimo € uma estratégia de benchmark
associada a func¢ao de valor do investimento

—~

u—r)

7" () = qu(v) = )

Deriwamos também os resultados optimos em benchmark para o caso de ressequro
nao barrato e a demostracao € a mesma da ideia apresentada na proposicao anterior. Por
conveniéncia, definimos

* b? a(ny — ¢1)
T agpq + r

= () + Ts.
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Proposigao 3.3.3. No caso de resseguro nao barato, se U < zj, entao para algum
x € (x4,U), a fungao valor Vy(z) em benchmark sera

2h2 rU —a(n; — ¢1)
Volz) = lim V(z)= 1
o(z) o (z) a?n? + 20%r i (rm —a(ny — ¢1) ) 7

e a estratégia 6ptima seréa dado por

any rx —a(ny — ¢1)

polz) = lim p*(z) = ——3 ; :

O controle de investimento 6ptimo é uma estratégia de benchmark associada a
funcao valor do investimento

—Lu=r) <z<a

() = _ ) T #BE) Te =%
7 (2) = @) = 4 @I

( ;((f% ) xs <x < U,

Se x; < U exs <2 < U, entao a funcao que define o tempo minimo esperado para
alcangar uma meta tem o seguinte formato

Vo(z) = a2n§2f2b2r In <x?4> B fo4 B(U)dva Ts < < T}
— [, hv)dv, v <z <U,

onde h(z) pode ser obtido, por substituir 7, por ¢; em (3.3.2). A estratégia 6ptima de
resseguro &

pi(a) = J TR T, <o <]
0 1, xy <z < U

3.4 Simulacao ntimerica

Em seguida, simulamos a minimizacao da probabilidade de atingir uma meta sob aversao
a ambiguidade, tanto com controle de resseguro quanto com controle de investimento. Os
parametros sao definidos da seguinte forma: p = 0,06, p = 0,2 , r = 0,02, ¢ = 0,07,
»p=0,1,9=0,3,U=1,5 L=0,4.
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Figura 3.2: Simulacao
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Figura 3.3: Simulagao

Analise dos Graficos das Trés Simulagoes: Grafico da Avaliacao da
Seguradora em Funcao de p (Simulagao 1): Este grafico ilustra como a avalia¢ao da
seguradora é afectada pela intensidade da penalizacao da ambiguidade, representada
pelo parametro p. Observa-se que, & medida que p aumenta de 1 para 2, a avaliacao da
seguradora, que se torna mais avessa a ambiguidade, diminui. Essa diminuicao é
significativa e pode ser superior a 10% em determinados niveis de superavit.

Grafico do Valor Robusto em Fungao de p(Simulagdo 2): Neste grafico, é mostrado
como o valor robusto varia conforme o parametro de penalizacao p. Observa-se que um
aumento em p resulta em uma queda significativa no valor robusto, especialmente
quando p passa de 1 para 2. Essa queda indica que a seguradora, ao se tornar mais
avessa a ambiguidade, adopta uma medida de probabilidade mais conservadora, o que
resulta em uma menor probabilidade de atingir o objectivo desejado.

Gréfico dos Drifts Optimos em Fungdo de p (Simulacio 3): Este grafico mostra
como os drifts 6ptimos para o investimento e o processo de resseguro sao influenciados
pela variacao do parametro p. Observa-se que, a medida que p aumenta de 1 para 2, os
drifts 6ptimos permanecem negativos e se tornam mais negativamente valorizados. Isso
indica que a seguradora atribui menor peso ao desvio da medida ambigua da medida de
probabilidade de referéncia, refletindo um maior nivel de aversao a ambiguidade.

Em suma podemos observar que: Usamos esta simulagao para ilustrar como a
intensidade da penalizagao na ambiguidade, medida pelo parametro de penalizacao p,
afecta a escolha da medida de probabilidade da seguradora e a avaliagao do valor
robusto. Conforme mostrado nos dois painéis superiores, quando p aumenta de 1 para 2,
a seguradora que se torna mais avessa a ambiguidade tem uma avaliagao mais baixa.
Este resultado é mostrado na Observacgao feita no Teorema anterior. Vemos nesta
simulagao que a mudanga de penalizagao (de p = 1 para 2) pode resultar em uma queda
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significativa no valor robusto (mais de 10% em certos niveis de superavit). Além disso, a
comparagcao entre a simulagao 3 da Figura e a simulacao 2 da Figura mostra que a
medida que p aumenta de 1 para 2, os drifts 6ptimos para investimento e processo de
resseguro permanecem negativos e tornam-se mais negativamente valorizados. Observe
que o aumento de p indica que a seguradora atribui menor peso ao desvio da medida
ambigua da medida de probabilidade de referéncia, refletindo o nivel mais alto de
aversao a ambiguidade da seguradora. O resultado numérico demonstra que a
seguradora com maior aversao & ambiguidade (maior p) adopta uma medida de
probabilidade mais conservadora (ou uma medida mais pessimista com distor¢oes mais
negativas), resultando em uma menor probabilidade de atingir o objetivo que pode
compensar a maior entropia de desvio para atingir um valor robusto mais baixo.
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Capitulo 4

Conclusao e Recomendacoes

Neste trabalho, estudamos um problema de resseguro 6éptimo robusto para um
seguradora cujo processo excedente é aproximado por um modelo de difusao. A
seguradora pode adquirir resseguro proporcional e investir em um activo livre de risco
para transferir o risco e aumentar lucro, mas pode nao ter plena confianga nas
estimativas dos parametros. Aplicando a teoria de controle estocéstico e o método da
equacao HJB, o problema de controle 6ptimo robusto é resolvido. Derivamos
explicitamente a estratégia ¢ptima de investimento-resseguro, as distor¢oes 6ptimas de
derivacao e a funcao valor robusto. Observe que a incerteza vem do termo de derivacao
do risco seguro, nos propor uma analise sistemética e completa do problema de controle
6ptimo. Pela analise, encontramos algumas conclusoes importantes, a aversao a
ambiguidade afecta a estratégia optima de resseguro e a fungao valor;

E mostrado que & medida que a penalizacdo sobre a ambiguidade aumenta, a
probabilidade robusta de atingir o objetivo diminui e a seguradora escolhe uma medida
com termos de desvio mais distorcidos negativamente (mais pessimistas) para atingir o
valor robusto. Para as proximas pesquisas, pode se adoptar outras formas de
ambiguidade em que as seguradoras podem estar associadas e a penalizacao a ser
estudada em cenarios completamente diferentes, caso de maximizacao da utilidade,
optimizacao de dividendos, resseguro usando a teoria de Heston e outros. Esses recursos
de modelagem podem levar a uma caracterizagao mais complexa dos valores robustos
correspondentes e podem resultar em resultados mais significativos, efeitos da
ambiguidade do modelo no controle e na tomada de decisao por parte das seguradoras.
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