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Introducao

O estudo da teoria de operadores ¢ importante nos vastos ramos das ciéncias exactas, onde
muitos processos podem ser descritos por um operador, cujas propriedades variam de acordo
com o espaco em que se define, dentre os quais o espaco de Hilbert'.

A teoria de operadores lineares no espaco de Hilbert é principalmente orientada para apli-
cacoes das propriedades espectrais de operadores integrais e diferenciais, i.e. na anéalise da
equacao

Lu = Au, (1)

onde £ é um operador diferencial.

Na obra [3] "Theory of Linear Operators in Hilbert Space", de N. I. Akhiezer e I. M.
Glazman, estuda-se as propriedades de operadores lineares nao limitados e que sao definidos
num dominio restrito do espaco de Hilbert H e cujo os dominios destes operadores sao densos
em H.

Na obra [5| "Introduction to Spectral Theory in Hilbert Space", de G. Helmberg, estuda-se
as propriedades de operadores lineares ( ndo necessariamente limitados) no espago concreto de
Hilbert Lo, e cujos os dominos destes operadores sao uma variedade linear.

Na obra [9] "Applications of funcional analysis and operator theory", de V. Hutson, J.
Pym, M. Cloud, estuda-se as aplicacoes e propriedades de operadores diferenciais ordinarios
compactos e auto-adjuntos nos espacos de Banach? e sub-espacos de Hilbert.

Em geral nas obras acima salientadas estudam-se as aplicagoes e propriedades de operadores

definidos num sub-espago do espaco de Hilbert H. E neste contexto surge uma complexidade,

David Hilbert (1862-1943)
2Stefan Banach (1892-1945) — matematico polaco
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INTRODUCAO v

uma vez que o operador diferencial £ actua em espacos diferentes, o que nao permite a utilizacao
dos teoremas classicos da Anélise Funcional.

Portanto, é natural outro tipo de abordagem para investigar o problema espectral (1) com
base na introducao de dois espagos, o que torna a investigacao mais simples, e permite a
utilizacao dos teoremas classicos da Anéalise Funcional.

Desenvolvemos este método neste presente trabalho de licenciatura que tem como objectivo

geral a aplicacao do célculo variacional no estudo da teoria do problema espectral
Lu = NTu, (2)

onde o operador diferencial £ (L£: H — Ly ) actua de um espago de Hilbert H para o espago
Ly de fungoes com quadrado integravel segundo Lebesgue?®, e o operador T (T: H — Lo) que

é definido pela igualdade

serve de conector dos dois espagos.

E como objectivos especificos:

e Estudar as condigoes de resolubilidade do problema espectral (2);

e Estudar as condicoes de resolubilidade do problema espectral no caso em que o funcional

é quadréatico;
e Construir exemplos ilustrativos.

Para além da Introducao e Conclusao, o presente trabalho é composto por dois capitulos e
bibliografia.

No primeiro capitulo deste trabalho de licenciatura faz-se mensao & conceitos bésicos da
Anaélise Funcional, nomeadamente Espacos Lineares e Normados, Espacos Euclidianos e de

Hilbert e da Teoria dos Operadores e seus Espectros.

3Henri Lebesgue (1875-1941)
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No segundo capitulo estudam-se as condi¢oes de resolubilidade do problema espectral (2),
onde o operador T possui propriedades que desempenham um papel fundamental na analise
do problema, e também estudam-se as condicoes de resolubilidade do problema espectral no
caso em que o funcional é quadratico. De realcar que neste trabalho investiga-se as condic¢oes
de existéncia e unicidade de solu¢oes do problema espectral (2) que aplicam-se na resolucao de
problemas da fisica-matematica, de salientar a obra [2].

Na compilacao final deste trabalho foi usado o IXTEX 2¢.



Simbologia

() designa o conjunto vazio
e N é o conjunto dos nimeros naturais
e R & o conjunto dos niimeros reias

e C é o conjunto dos nimeros complexos

dimA é a dimensao do espago A

A = X representa o fecho de A em X

e sp(A) representa a variedade linear gerada por A
e (..) representa o produto interno

e A* é o operador adjunto do operador A

KerA representa o nucleo do operador A

e o(A) representa o espectro do operador A

[] denota o fim da demonstracao

vii



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Consideremos neste capitulo breves nog¢oes de Analise Funcional, fundamentais para o nosso
trabalho, retiradas das obras [3| "Theory of Linear Operators in Hilbert Space", de N. I.
Akhiezer e I. M. Glazman e |7] "Elementos da teoria de fungoes e da Analise Funcional", de A.

Kolmogorov e C. Fomin.

1.1 Espacos Lineares e Normados

Definig¢ao 1.1.1. Denomina-se espago linear ou vectorial sobre o campo P (como regra, o P é
campo dos nimeros reais R ou campo dos nimeros complezos P Jum conjunto nao vazio L(x,

Yy, 2 ... denotando os seus elementos) que goza das propriedades:

I. Dado dois elementos quaisquer x, y, € L, existe um tnico elemento z € L, chamado soma

de x e y e denotado por x + ¥y, sendo que se cumpra os axiomas:
e r+y=y+z (comutatividade da operagao soma);
o (x4+y)+z=x+(y+=2) (associatividade da operagao soma);

e Em L existe um elemento 6 tal que xt +0 =2 V x € L;

V x € L, existe um elemento -x tal que x + (—xz) = 6;

1



2 CAPITULO 1. NOQOES PRELIMINARES

IT. Dado qualquer nimero « real ou complexo e V x € L, existe um elemento ax € L e

estao satisfeitas as condigoes:

o a(fz) = (af)x

o lx=ux

o (a+pB)z=oaz+px
o afr+y)=ax+ay

Exemplo 1.1.1. O conjunto das sucessoes de n nimeros reais (complexos)
L= (xla L2y ey xn)

com operagoes de soma e multiplicagdo por nameros reais (complexos resp.) definidas pelas

formulas

(21, T2y oy ) + (Y1, Y2, ooy Yn) = (1 + Y1, T2 + Yo, - T + Yn)

a(xy, Tay .y y) = (a1, Qg ..., ).
Exemplo 1.1.2. O conjunto [/ constituido por sucessoes infinitas
r = (21, Tay ey Ty -..)

(de ntimeros reais ou complexos) com operagoes :

(1,22, ...) + (Y1, Y2, -..) = (1 + Y1, T2 + Yo, ...)

a(zy, xa, ...) = (awy, s, ...).

também serd um espaco linear.
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Dependéncia Linear:

Os elementos x, y, ... , w de um espaco linear L sao ditos linearmente independentes se
existir uma familia de nimeros «, 3, ..., A reais ou complexos, nao nulos na totalidade, tais que
ax + By + ...+ Aw = 0. No caso contrario sao linearmente dependentes.

Subespacos

Uma parte nao vazia L' de um espaco linear L denomina-se subespaco de L, se L' constituir
um espaco linear com respeito as operacoes de soma e multiplicacao definidas em L.

Em outras palavras, I’ C L é um subespaco de L se dex € L',y € L' resulta ax + Py
€ L' paraV ae f.

Definicao 1.1.2. Seja L um espac¢o linear. Dados elementos
T1,L9, ..., LTy € L,

um elemento

1T + QaTo + ... 0Ty, € L

(onde aq,aa, ..., € P) chama-se combinagao linear dos vectores x1,Xa, ..., Ty, .

Dado o subconjunto M C L, o conjunto de todas as combinagoes lineares (finitas) formados

por elementos de M, chamam-se variedade linear (subespaco linear) gerada por M.
Definicao 1.1.3. O subconjunto M de um espaco linear L chama-se base se M € livre e
sp(M) = L.

Definicao 1.1.4. (Sucessdo de Cauchy) Seja (L,d) um espago métrico.
A sequéncia {x,}32, de pontos do espago métrico (L,d) é chamada a sequéncia de Cauchy’

(fundamental) se V € >0 3 K € N tal que ¥ m, n > k, d(x,,y,) < €.

Defini¢ao 1.1.5. (Compacticidade) Um conjunto M C X chama-se compacto se de qualquer

sucessao {x,} dos elementos de M € possivel escolher subsucessao {x,,} convergente a x € M.

! Augustin Louis Cauchy (1789-1857) — matematico frances
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Definicao 1.1.6. Chamaremos de funcional qualquer fung¢ao numérica f definida num espaco

linear L.

Sendo que:
1) f élinear se f(ax+ By) =af(x)+pf(y) Vx,y € L,V a,f €R.
2) f & linear conjugado se f(ax + By) =af(z) + Bf(y) Vx,y €L, ¥V a,8 €C.

Exemplo 1.1.3. No espaco Vectorial P" o funcional f : P* — P (P é um campo real ou
complexo) definido por g(z) = Z axTr
onde = = (x1, 29, ...,T,) € P” ea, € P, k=1,2,...,n, representa um funcional linear.
No espaco C™ o funcional g definido por g(x) = Z aTy, representa um funcional linear

) k=1
conjugado.

Exemplo 1.1.4. Dada uma funcao yo € C = Cfa,b] definamos o funcional f: C' — R pela
b

formula f(z) = [x(t)yo(t)dt, das propriedades bésicas da integral Riemann?

ou Lebesgue
a
resulta que este funcional é linear.
b____
Analogamente, o funcional f = [ x(t)yo(t)dt, sera linear conjugado sobre o espago
a

C(Ja, b], C) das fungoes continuas z : [a, b] —

Definicao 1.1.7. Seja L um espacgo linear.

Um funcional convexo homogéneo P (P(ax + (1 —a)y) < aP(z)+ (1 —a)P(y) V z, y €
Le0<ac<1) sobre L chama-se norma, se satisfizer as sequintes condi¢oes suplementares
(além da convexidade)

1. P(x)=0 sse x =0

2. Plaz) = o] P@)]| ¥ a

Assim podemos afirmar que uma norma em L é um funcional que goza das trés propriedades:
1) P(x)>0 A\ P(x)=0sse =0

2) P(x+vy) < P(z)+ Py)

2Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) — matemético aleméo



1.2. ESPACOS EUCLIDIANOS COMPLETOS 5

3) Plaz) =|a|P(z) V «

Proposigao 1.1.1. [7] Um espago linear munido de uma norma chama-se espa¢o normado.

A norma do elemento © € L serd denotado por ||x||.

1.2 Espacos Euclidianos Completos

Um dos métodos bem conhecidos de introduzir uma norma num espaco linear consiste em de-
finir neste espaco um produto escalar. Lembremos que senso . um espaco linear sobre P, um

funcional (..) : L? — PP chama-se produto escalar se se cumprem os seguintes axiomas:

)

1) (z,y) = (y,2)
2) (‘rl + ;Cg,y) = (%1,y) + (x27y)
3) (A\z,y) = A(z,y)

4) (z,x) >0 sendo que (z,2) =0 =2 =0

Definicao 1.2.1. Um espaco linear com um produto escalar associado chama-se espago eucli-

diano.

Num espaco euclidiano a norma é dada por ||z|| = \/(z, x).
Considerando o trinémio do segundo grau, de variavel A:
o(\) = Az +y, Az +y) = N(z,2)+2Mz,y)+ (v, ) = ||z]]PA\2+2(x, y) A+ ||y||* o discriminante

deste trinémio sera nao positivo se olharmos para propriedade 4) acima. Com isso mostra-se a

desigualdade em baixo de Cauchy-Bunyakouskii.

Para qualquer x, y € L |(z,y)| < [[z[l[ly|.
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Teorema 1.2.1. [7] O espago euclidiano é espago linear normado dotado da norma ||z|| =
V(z,x).

Demonstra¢ao. Vamos demonstrar a desigualdade triangular.

Usufruindo da desigualdade de Cauchy- Bunyakousky? temos evidentemente que

(@,y) + (y, 2) < 2[jz[|[[y]l
A desigualdade triangular advém das desigualdades:

lz+ylI* = ll2l” + (z,9) + (. 2) + Nyl < N2 + 20z llyll + yl2 = Al + lyl)*.

Definicao 1.2.2. (Sobre enumeralidade de um conjunto)

Vamos dizer que um conjunto X é enumerdvel no sentido proprio se |X| é cardinal do
conjunto dos numeros naturais. De outras palavras, X é enumerdvel no sentido proprio se
existir bijeccao f: X — N.

Vamos dizer que um conjunto X € enumerdvel se X nao é maior do que enumerdvel no
sentido proprio. De outras palavras, o conjunto enumerdvel € conjunto vazio ou finito ou

enumerdvel no sentido proprio.

Definicao 1.2.3. Diremos que um subconjunto A de um espaco métrico X € totalmente denso

(ou denso) em X se A= X.

Definicao 1.2.4. Um espaco Fuclidiano chama-se separdvel se existir subconjunto enumerdvel

e totalmento denso em X.

Tendo estudado espacos euclidianos separaveis. No que segue, impomos a estes a condi¢ao
suplementar de serem completos.

Assim, seja E um espaco euclidiano completo separavel e ,, um sistema ortonormado
qualquer (nao necessariamente completo) neste espago. Da desigualdade de Bessel resulta que,
para que 0s nimeros ci, Ca, ..., ¢, sejam coeficientes de Fourier de um certo elemento f € F, é

o0
, 2 .
necessario que Y ¢, converja.

n=1
Estabelece-se que num espaco completo, esta condicao é necessaria e suficiente.

3Viktor Bunyakovsky (1789-1857) — matematico russo)
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1.2.1 Espacgos de Hilbert. Ortogonalidade

Definicao 1.2.5. Um espago euclidiano completo de dimensao infinita chama-se espago hilber-

tiano.

Assim, um espaco hilbertiano é um conjunto H constituido por elementos f, g,... de natureza

nao explicita e que satisfaz as seguintes condi¢oes (axiomas):

1) H é um espaco euclidiano completo (ou seja um espaco linear munido de um produto

escalar).
2) O espago H é completo relativamente 4 métrica 6(f,g) =|| f — g ||

3) o espago H é de dimensao infinita, isto é quaquer que seja n em H existem n vectores

linearmente independentes.

Observacao 1. No trabalho considera-se espagos hilbertianos separaveis..

Definicao 1.2.6. (Funcional Bilinear)
Diremos que 2 € um funcional bilinear definido em H, se para cada par dos elementos f, g

€ H eles correspondem a um nimero complexo ou real definido por Q (f,g) e:

o Qayfi + azfa, g) = a1 f1, 9) + a2 f2, 9)
o Qf, Big1 + Bag2) = B1QUS. 1) + B2Q(f, 92)
® supjp<ygi<1 120, 9)] < o0

Definicao 1.2.7. Se Q0 é uma forma bilinear em H, entdo a funcao Q em H definida por

0= Q(f, f) € chamada de forma quadrdtica associada com Q.

Definicao 1.2.8. Seja E um espaco euclidiano sobre P. Os elementos = e y chamam-se orto-

—
T

gonais (designa-se x L y) se (x,y) =0 (no espago real significa que (z,y) = 7).

Os conjuntos nao vazios M,N C E chamam-se ortogonais (designagao M L N) se

rlyVxeMeVyeN.
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Definicao 1.2.9. Qualquer que seja M C FE o conjunto M+ C E definido por
M*={zecE:(VyeM),(z,y) =0}
chama-se o anulador de M ou complemento ortogonal de M, isto é
M*+={zcE:x 1l M}
Defini¢ao 1.2.10. Um sistema de vectores... M = {x,} C E chama-se:
1) sistema ortogonal, se todos os vectores do sistema nao sao nulos e z, L x4, para o # [3;
2) sistema ortonormado se M é ortogonal e || z, ||=1, Va;
3) sistema completo se SpM = E;

4) base ortogonal se M é um sistema ortogonal e é uma base de E, isto é, qualquer x € E

admite o desenvolvimento em série convergente © = > aaZq;

5) base ortonormal se M é um sistema ortornormado e é uma base de E.
Teorema 1.2.2. [7] (da ortogonalizagao) Seja

fl?f?a"' >fn7"' (121)

uma sequéncia de elementos linearmente independentes de um espaco euclidiano E. Entao, em

E eziste um sistema de elementos

D1, D2, Py (1.2.2)
que goza das sequintes propriedades:
1) o sistema (1.2.2) € ortogonal e normado;
2) o elemento p, € uma combinagao linear de fi, fo, -+, fu:
On = an1f1+ -+ ann S,

sendo que p, # 0;
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3) cada elemento f, se exprime na forma
fn = bnl@l + -+ b’rm@n7

sendo que by, # 0.

Os elementos do sistema (1.2.2), ao se cumprirem as condi¢oes 1 a 3, se determinam de modo

unico a menos do factor —1.

Demonstracao. . O elemento ¢; procura-se como ¢; = a1 f1, sendo que aj; determina-se da
condicao

(o1,01) = a%l(fl;fl) =1,

o que quer dizer,
1 +1

11— 7 — = 7/—/——=

b1y vV (fl;fl)'

Assim, ¢ é tnico (a menos do sinal). Uma vez determinados os elementos ¢; (K < n),

satisfazendo as condigoes 1 a 3, o vector f,, se exprime na forma
fn = bn1901 + -+ bn,nflgonfl + hna

onde
(hn, k) =0 para k <n.
De facto, os coeficientes respectivos b, e, por conseguinte, o elemento h, determinam-se

univocamente das condigoes

(hn7 <Pk) = (fn - bnl(pl — bn,nflgpnfla SOk) = (fnu Sok) - bnk(@k; Sok) = 0.

E claro que (hy, hy,) > 0 pois de (hy, hy) = 0 resulta que os elementos do sistema (1.2.1)
nao sao linearmente independentes. Tomemos
hy,

)

Da construcao por recorréncia resulta que h, e, por conseguinte, ¢, se exprimem através

- i 4 — - -1
de fi, fo, -+, fu, i8t0 &, w0, = ani1fi + -+ + aunfn, onde ayy, Tors # 0. Por outro lado,

(‘angpn) =1, ((anSOk) =0 (k < n)
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fn - bnlgpl +--+ bnn‘pn (bnn =V (hna hn) 7& 0)7

logo, ¢, satisfazem as condicoes requeridas. O]

1.3 Espaco dos Operadores Lineares Continuos nos Espa-

cos Normados

Definigao 1.3.1. Um operador A com dominio X e contradominio Y (designa¢io A: X —Y)

€ uma aplicacao que a qualquer elemento © € X faz corresponder inico elemento y = Ax € Y.

Ao subconjunto D(A) de X chamaremos dominio e o subconjunto do contradominio Y

definido por ImA = AX = {Az : € X} chama-se Imagem do operador A.

Definicao 1.3.2. Denomina-se operador linear definido sobre X com valor em Y um operador
A:Ds—Y, onde o dominio é variedade linear em X satisfazendo A(axy+0x2) = aAxi+LAzy
V 21,20 € Dy eVa,B €P.

Definicao 1.3.3. Um operador G : Y — X chama-se inverso ao operador A : X — Y e
designa-se G = A™' se GA=1, e AG =1, (I, e I, sio operadores identicos), neste caso o

operador A € inversivel.

Definigao 1.3.4. Seja A: X — Y um operador linear, A chama-se:
1) injectivo se [x1, 29 € X, &1 # xo] = [Axy # Axsl;
2) sobrejectivo se AX =Y
3) bijectivo se cumpre 1) e 2).

Proposigao 1.3.1. [7] Para o operador A: X — Y sao equivalentes:
1) A é injectivo e sobrejectivo;

2) A é inversivel;
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3) (Vy € Y) a equagdo Ar = y tem tunica solu¢gdo que pode ser achada pela formula
x=A"1ly.

Demonstragao. 1) = 2)sey € Y I x € X, Ar =y , V € Y corresponde tnico x € X isto é
3G:Y - X, GA=1, e AG=1,, entao G = A1
DA2) =3)Ar=y = A Az =AYy = La=A"'y = z=A"1y.

3) implica directamente da definicdo uma bijegao que é equivalente & 1). O

Definigao 1.3.5. O subconjunto KerA C Dy determinado por KerA = A1(0,) ={x € D4 :

Ax =0y} chama-se nicleo do operador A.
Proposigao 1.3.2. [7] O operador A € injectivo se e somente se KerA ={0,}

Demonstragao. = seja A injectivo = Az =0 tem tnica solucao, A0, = A(0.z) = 0.Az =0,
por outro lado Axr = 0, tem solugao Ox logo Az = 0, tem unica solu¢ao {0,} ou seja
KerA =1{0,}.
< seja kerA ={0,} e Azy = Az,
entdo 0, = Axry — Azy = A(xy — 22), como KerA = {0,} temos que z; — x5 = 0, ou seja

Ty — Tg. ]

Definicao 1.3.6. Um operador A : X — Y chama-se continuo no ponto x € X se x, € X,
T, — v = Ax, — Ax.

Um operador continuo em todos pontos do seu dominio chama-se continuo.

Definicao 1.3.7. Um operador A : X — Y chama-se limitado se levar qualquer conjunto

limitado num conjunto limitado.

Teorema 1.3.1. [7] Dado operador linear A: X — Y sao equivalentes as condigoes:
1) A é continuo;
2) dzg € X : A é continuo no ponto zo;

3) A é continuo em 0, i.e =, = 0, = Az, — 0;
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4) A ¢ limitado;
5) 3C < oo tal que Vo € X || Az ||[< C' || = |].

Demonstra¢ao. 1)=- 2) directamente da defini¢ao 1.3.7.

2) = 3) seja A é continuo no ponto xy € X, seja y, — 0,. consideremos a sucessao
Tp=Yn+zo (nEN).

E claro que z, = zy = Az, — Az

Ay, = A(z,, — x9) = Az, — Azg — 0, 0 que significa que A é continuo no ponto 0.

3) = 4) seja D um conjunto limitado em X. 3 R: D C B(0,, R) i.e D esta contido numa
bola aberta B de raio R e centro 0,.

Suponhamos que A(D) nao é conjunto limitado. Entao 3 z,, € D : ||Az,|| > n.

Seja g = 22, llgall = 122 < L&, g0 0,

[Ayall = [[A(Z)] = \/iﬁHAan > = = vn -0, Ay, - 0,. Entdo ndo é continuo no
ponto 0, o que contradiz com 3).

4) = 6) W = A(B(0,,1)) ¢ limitado = 3 R, W C B(0,R)

seja x € X

a) se x =0, entao ||Azx| < C||z]|.

se x 7 O, seja y = 57, lyl| =3 <1, entdoy € B(0,,1) = ||[Ay|| < R

|Az|| = ||A2||z]|.»)]| < 2R.||z|| ¥V x € X, ou seja [|Az| < C||z|| onde C' = 2R.

6) = 1) sejam z,, — z, temos que ||Az,, — Az| = ||A(z, —2)|| < C|lzp—2z| — 0, n — o0,

entao ||Az, — Az|| — 0, o que significa que Az, — Ax O

O Espectro de um Operador. A Resolvente

Um dos conceitos mais importantes da teoria dos operadores lineares nos espagos normados
é sem duvida, o conceito de espectro.

Suponhamos que X é um espaco normado sobre o corpo C e A: Dy — X é um operador

linear com dominio D4 denso em X.

Definigao 1.3.8. A equacio (A—MN)x =y x € Dy onde X € parametro complexo, chama-se

equacao operacional da 2% espécie.
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Existem quatro principais alternativas em relacao ao parametro A € C.

e [A;] O operador A — AI é inverssivel continuamente, i.e. Im(A — M) = X e existe
(A= X))t e L(X);

e [A;] O operador A — Al néo é inverssivel, i.e Ker(A — A\I) # {0,};
e [A;] O operador A — AI é inverssivel na Im (A — AI) mas Im(A — \]) # X

e [A4] O operador A — \I & inverssivel, Im(A — ) = X, mas (A—A[)"': X — X nao é

limitado.

Defini¢ao 1.3.9. O valor X € C tais que [A1] € vdlida, chama-se o valor reqular do operador
A.

A totalidade dos valores regulares denomina-se conjunto de resolvente do operador A e
designa-se por p(A).
Qualquer que seja A € p(A) existe operador continuo Ry(A) = (A — AI)~! que se chama

resolvente de A associado ao valor regular .
Defini¢ao 1.3.10. O conjunto o(A) = C\ p(A) chama-se espectro do operador A.

Defini¢ao 1.3.11. O valor X\ € C para o qual Ker(A — XI) # {0,} chama-se auto-valor de A.

e O sub espago X, = Ker(A — Al) chama-se auto-espaco do operador A associado ao

auto-valor \;

e Qualquer elemento do auto-espaco X, chama-se auto-vector do operador A associado ao

auto-valor \.

1.4 Operadores Adjuntos, Auto-adjuntos e Compactos

Defini¢ao 1.4.1. O espa¢o normado dos funcionais lineares limitados L (X,P) denomina-se

dual ao E.N. X e designa-se X™.
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e Para V f € X* évalido | f(z) I<|| f I - ]| = ||;
e Se dimX < oo entao qualquer funcional f: X — P é limitado

Sejam X,Y E.N. sobre o campo P e seja A € L£(X,Y) para qualquer g € Y* fixo, definamos
o funcional f, : X — P pela formula f,(z) = g(Ax) = (Az,g)z € X.

Um operador A* : Y* — X* definido pela formula A*g = f, & A*g = goA chama-se
operador adjunto de A.

Definigao 1.4.2. Se X e X* sao linearmente isométricos (seja X = X*) e A = A* isto é

(Az,y) = (z,Ay) V z,y € X, entao A chama-se operador auto-adjunto.

Teorema 1.4.1. [3] Sejam A € L(X), X\ é auto-valor de A, p € autovalor de A* e p # X,

entao auto-espagos associados sao ortogonais, i.e. Ker(A— X)) L Ker(A* — ul).

Demonstracao. Sejax € Ker(A—Mz), g € Ker(A* — plz*), temos que Ax = \x e A*g = ug
pois o operador A* existe, é unico e ¢ determinado pela formula (Az,g) = (x, A*g) V A €
L(X). entdo 0 = (Az,g) —z,A%g) = (\z,9) — (z, ng9) = Mz, 9) — p(z, 9) = (A — p)(z, g) sendo
A—nu#0 = (r,9)=0exlg. O

Definicao 1.4.3. Diremos que a sequencia A, converge fracamente para o operador A se para

cada f € H a sequencia A, f convergir fracamente para Af quando (n — o0 ).

Proposigao 1.4.1. [7] Um operador A é compacto em H (espaco de Hilbert) se e somente se

A levar qualquer sequéncia fracamente convergente numa sequéncia fortemente convergente.

Demonstracao. Suponhamos que esta condicao se cumpre e que M é parte limitada de H. Entao
qualquer subconjunto infinito de M contém uma sequéncia fracamente convergente. Dado que
esta sequéncia é levada numa fortemente convergente, portanto o conjunto AM é relativamente
compacto.

Reciprocamente, A um operador compacto, seja {x,} uma sequéncia fracamente conver-
gente e x 0 seu limite na topologia fraca. Entao {Azx,} contém uma subsequéncia fortemente
convergente. Ao mesmo tempo , {Az,} convergindo fracamente para Ax, em virtude da con-
tinuidade de A, {Az,} nao pode admitir mais de um ponto de acumulacao logo, {Az,} é

convergente.
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]

Teorema 1.4.2. [7] Se A é um operador compacto e B um operador limitado, entao os opera-

dores AB e BA sao compactos.

Demonstrac¢ao. Sendo M um subconjunto limitado de um espaco de Banach £, BM também
o serd. Logo, ABM é relativamente compacto o que equivale a dizer que o operador AB é
compacto. Por outro lado, M sendo limitado AM é relativamente compacto e, em virtude
da continuidade de B, o conjunto BAM também sera relativamente compacto, logo BA é

compacto O



Capitulo 2

Problemas Espectrais

O estudo de problemas espectrais é actual e atrai atencao de varios matemaéticos. De salientar
as obras [3| "Theory of Linear Operators in Hilbert Space", de N. I. Akhiezer e I. M. Glazman,
[5] "Introduction to Spectral Theory in Hilbert Space", de G. Helmberg e [9] "Applications of
funcional analysis and operator theory", de V. Hutson, J. Pym, M. Cloud respectivamente.

Neste capitulo propomos um modelo novo para o estudo de problemas espectrais que consiste
no seguinte:

Considera-se um problema de fronteira em dois espagos que sao conectados por um operador
T que actua de um espaco de Hilbert H para o espaco das fungoes com quadrado integravel
segundo Lebesgue Ly, onde o operador 1" atribui a cada func¢ao do espago H a mesma funcao,
considerada como elemento do espaco Lo. Considera-se ainda uma equacao de Euler para um
funcional quadratico e usando o método variacional (vide [1], [6]) representa-se o funcional
quadratico como sendo a equacao de Euler na forma variacional.

A consideracao do problema espectral nestas condi¢oes permitira obter novas condicoes de

resolubilidade para problemas espectrais.

2.1 Equacao Modelo e Propriedades

Consideremos a equacao

—u" +q(z)u= f(z), =€ ]la,b], (2.1.1)

16



2.1. EQUACAO MODELO E PROPRIEDADES 17

onde ¢(z), f(z) sao fungoes integréaveis segundo Lebesgue no segmento [a, b, ¢(z) é ndo nega-

tiva e a fungao u(x) é definida e a sua derivada é absolutamente continua sobre o segmento [a, b].

A equagao (2.1.1) é a equagao de Euler! para o funcional quadratico
b b
1

5/((1/(:1:))2 + q(z)u(z)?) dv — /f(x)u(a;) d. (2.1.2)

Sob a condigao ¢(z) > 0 o funcional quadratico

b

E(u) = / () + q(z)u®) d (2.1.3)

é definido positivamente, este facto permite-nos definir um espaco de Hilbert, no qual considerar-
se-4 o problema sobre a minimizagao do funcional (2.1.2).

Como modelo consideremos o problema espectral

—u" + q(z)u = M, wu(a) =u(b) =0. (2.1.4)
onde ¢(x) é uma func¢do nao negativa e integravel segundo Lebesgue.

Designaremos por W o conjunto de fungoes u(z), definidas e com derivada absolutamente

continua sobre o segmento [a,b], de tal forma que

b

/ (u)? + q(z)u?) do < oo,

a

e que satisfazem as condicoes de fronteira
u(a) = u(b) = 0. (2.1.5)

A natureza do funcional considerado no calculo variacional determina a escolha do espaco

de funcgoes. Por exemplo se estivermos lidando com um funcional da forma

b
/F(m, w,u')dx

!Leonhard Euler (1707-1783) — matemético alemao
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é natural consideramos como espaco de funcoes o conjunto de todas as fun¢oes cuja primeira

derivada é continua, enquanto que no caso do funcional da forma

b

/F(a:,u, o', u")d,

a

o espaco de funcoes apropriado é o conjunto de todas as fungoes com segunda derivada continua.
Assim, o conjunto W serd o espago das fung¢des do funcional (2.1.2) no problema sobre a

minimizacao deste funcional.

Proposicao 2.1.1. O espagco W é um espago de Hilbert com o produto interno

b

[u, v] :/((u’v’~|—q(3§)uv) dr.

a

Demonstracao. Consideremos s o caso quando g = 0.

o produto escalar goza das propriedades

b b
o [u,v] = [uvdx = [vVidx = [v,ul;

b b b
o [u+tz,v| = [(u+2)Wdx = [uVde+ [2Vdx = [u,v] + [z,0];

a

b b
o Du,v] = [(Au)v'de =\ [uWv'de = Nu,v];

b b
o [u,ul = [(u)*dz >0, sendo que [u,u] = [(v')*dz =0 = u=0.

a

Portanto o espaco linear W de dimensao infinita é euclidiano. Mostremos agora que ele é
completo.
De facto, seja u,, uma sucessao fundamental, i.e.

n

b
2

/(u’ — ) dx — 0, n,m — oco.

a
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Entao u/, é fundamental em Lo, e, portanto, converge para uma funcao f € Ly i.e. ul (t) —

f(t), n — oo . Aplicando a integral em ambos os membros temos que

n—oo

lim u’n(t)dt:/f(t)dt.

Portanto a fun¢io u(z) = [ f(t) dt & o limite da u, em relacdo a norma W, ja que u,(a) = 0.

Isto é,
b

rwn—mw=/04—uw2+4woM—umfw~+a

a

b
Se ul, = v’ no espago Lo, entdo [ |ul, — ul,|dx — 0. Daqui u, — u uniformemente.

Em particular 0 = u,(b) — w(b). Por isso, u(b) = 0 e u € W. Da convergéncia uniforme

temos convergéncia a zero da segunda parcela que contem ¢(z). O

Designaremos por Ly o espaco de Hilbert das fungoes mensuraveis com quadrado integravel

segundo Lebesgue sobre o segmento [a,b] e com o produto interno definido por

b

<ﬂw=/#@mmww (2.1.6)

a

Proposicao 2.1.2. O operador T: W — Lo definido pela igualdade
Tu(x) = u(zx), (2.1.7)
é continuo.

Demonstracao. Mostremos apenas no caso quando g = 0.

A continuidade segue das seguintes desigualdades (Cauchy-Bunyakovski),

b b T

/u2dx:/dx /u’(s)ds QS/bdx ]ds]u’(s)st g[u,u](b‘za)Z

a a a

isto é, 3 C < oo tal que ||Tu|| < Cllu|| onde C' = _(b—2a)2‘ -
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Proposigao 2.1.3. Seja o operador T: W — Lo, definido pela equagao Tu(x) = u(x). Entao

a imagem TW do operador T ¢ densa em Ls.

Demonstrac¢ao. Suponhamos que T'W nao for denso, o fechamento do TW em Ly vai ser um
sub-espaco que é diferente do Ls. Consideremos um vector f # 0 do complemento ortogonal.

Entao, fab fudx = 0, para qualquer u € W. Ou

b b
0:/ fud:z::—/ W gdx
b
/u'gd:c:()

para qualquer v € W temos que g é uma constante, mas g(a) = 0, por isso g = 0. Esta

onde g = [ f(s)ds # 0. De

contradicao diz que T'W é denso em L.

]

2.2 A Equacao de Euler. Problema Espectral

Nesta seccao considerar-se-a4 a equacao de Euler na forma variacional para o funcional quadré-
tico do tipo (2.1.3) que é definido positivamente e estudar-se-ao as condiges de resolubilidade

do problema espectral para o funcional quadratico.

Representemos o funcional quadratico (2.1.2) na sua forma abreviada

%[u,u] (. Tu). (2.2.1)

Consideremos que W e Ly sao espacos arbitrarios de Hilbert , e que T: W — Ly é um
operador arbitrario linear e continuo. Os produtos internos em W e Ly sao [u,v] e (f,g)
respectivamente. Seja u um ponto minimo do funcional (2.2.1). Entao, para cada v € W e

para qualquer ¢ real temos que

2

L u + (F,Tw) = elu, o] — e(f,Tv) + “loel

0<? [
= 2

§[u+ev,u+sv] —(f,T(u+ev)) —
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Daqui podemos concluir que quando € — 0
[u,v] = (f,Tv), YveW. (2.2.2)

Esta equagao pode ser chamada de equagao de Euler na forma variacional. Da equagao (2.2.2)

resulta que [u,v] = [T*f,v], Yo € W. O que implica que
w="T"F, (2.2.3)

onde T* é operador adjunto para 7. Assim, a equacao (2.2.2) tem uma solu¢ao tnica (2.2.3)

para qualquer f € Ls.

Teorema 2.2.1. Se a imagem TW do operador T é densa em Ly, entao o operador adjunto

T* € uma injeccao. Portanto, no conjunto
D, =T"L, (2.2.4)

o operador T* tem um inverso L = (T*)~'. Assim, no conjunto D; a equagdo (2.2.2) ¢
equivalente a equacao

Lu=f. (2.2.5)

Demonstracao. Suponhamos que T*f = 0 para um f € Ly. Para qualquer z € TW

Sendo a imagem T'W densa em L, em virtude da proposicao 2.1.3 temos que f é igual a zero,
por isso KerT* = {0}, onde {0} é o espago nulo, ou seja T* é uma injecgao.
O]

Nota 1. A partir da equagao (2.2.2) definida no espago W nos passamos para a equagao (2.2.5)

que pode ser considerada s6 no conjunto Dy C W.

Teorema 2.2.2. Suponhamos que a imagem TW do operador T € densa em Lo. Entao os

problemas espectrais

u=NT"Tu, (2.2.6)
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Lu = NTu (2.2.7)

[u,v] = AM(Tu,Tv), YveW (2.2.8)

sao equivalentes, ou seja, eles tém solug¢oes nao nulas para os mesmos valores de A, e essas

solucoes sao idénticas.

Demonstragdo. Em virtude do teorema 2.2.1 temos que £ = (T*)~!. Usando a bije¢cao entre
D/ e Ly podemos introduzir em D, uma estrutura do espaco de Hilbert conforme a estrutura
de Lo, as equagoes (2.2.6) e (2.2.7) sao definidas em diferentes espagos W e D.. No entanto,
o operador T™T é auto-adjunto e compacto, basta remeter para o classico teorema de Hilbert
— Schmidt [3, p. 188| por tanto qualquer solu¢ao de (2.2.6) pertence a D, e por outro lado
D, C W, por isso os conjuntos de solucoes coincidem. No que respeita ao problema espectral

(2.2.8) na forma variacional, converte-se a igualdade

[u,v] = A[T*Tu,v],
e, portanto, é equivalente a (2.2.6). O]
Teorema 2.2.3. Suponhamos que:

1) a imagem TW do operador T é densa em Lo,
2) dimkerT =0, e
3) T € compacto.

Entao, a equagao (2.2.7) tem um nimero enumedvel (no sentido proprio) dos auto-valores

A=A, n=0,1,2,..., que forma uma sucessiao nao-decrescente de nimeros positivos
A S A S A<

tal que lim \,, = o0 e
Lu, = \Tu,, n=012...
para algumas fungoes nao nulas (auto-fungoes).

O sistema das auto-fungoes u, constitui uma base ortogonal no espago W
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Demonstragao. Do teorema 2.2.1 temos que KerT* = {0} e da condigdo 2) do teorema em

estudo temos que KerT = {0}, onde {0} é o espago nulo, destes resulta que
dimker T*T = 0.

Portanto Ker(T*T — AI) = {0} para A = 0, daqui resulta que zero ndo é um auto-valor do
operador T*T'.
Se u#0, [u,v] = AN(Tu,Tv), v, entao

A= [u,u]/(Tu, Tu) > 0.

Em virtude do teorema de Hilbert — Schmidt o operador 7T é auto-adjunto e compacto,
portanto as solugoes u, do problema espectral (2.2.6) formam uma base ortogonal em W e a

sucessao A, forma uma sucessao nao decrescente de niimeros positivos. 0

Nota 2. A diferentes vectores u, podem corresponder valores iguais de A. Portanto, é comodo
assumir que a desigualdade A\, < A,11 nao é estrita, porque neste caso a cada auto-valor
An pode corresponder um unico auto-vector u,, se nao considerar multiplicacao por factor.
Notemos que para valores diferentes de A correspondem subespacos ortogonais de dimensao

finita.
Nota 3. Os auto-vectores u, estao situados no dominio D, do operador L. Claramente,
Zn = Lu,, n=20,1,... sao autovectores do operador TT™ e

Zn = M\ T 2,.

O sistema de solugoes (z,)7° forma uma base em L.

2.2.1 Estudo da Equacao Modelo

Nesta subseccao continuamos a analise do modelo introduzido na seccao 2.1.
Consideremos a equagao (2.2.2) na forma

b

/(u’v’ + q(x)uv) dx = /f(x)v dr, YveW. (2.2.9)

a
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Proposicao 2.2.1. O operador L inverso ao operador T pode ser representado pela igualdade
Lu = —u" + q(z)u. (2.2.10)

Demonstrac¢ao. Seja u a solu¢ao da equagao (2.2.9). Da equagao (2.2.2) deduz-se que a solugao

é unica em virtude da igualdade (2.2.3). Seja h'(z) = —q(x)u + f(z), h(0) = 0. Entao de
b b
J (W' + q(z)uv)dx = [ f(z)vdz, temos que

a

b

a

b b b b b
/u'v'dw = /(—q(x)u+f(x))v dr = /h/v dx = hv| — /hv/da: = —/hv’dm, Vv e W.

Por isso
b

/(u'+h)v'dx=0, Yo e W.

Como v € W satisfaz as condigoes de fronteira v(a) = v(b) =0,

b

/(u’—l—h)gdx =0

a

b
para qualquer g satisfazendo & condi¢io [ gdx = 0.

O conjunto ortogonal ao elemento u Z 1 no espaco Ly é o hiperplano das funcoes g que
satisfazem [ g = 0. Se [ fg =0 para todos os elementos do hiperplano, entdo isto diz que f é
ortogonal ao mesmo hiperplano. Porisso f e 1 sdo colineares isto é f = c¢.1 = ¢ (c= constante).

Daqui pode-se resumir que v’ + h = const. Notemos que a funcao h é derivavel, por isso u’

é derivavel e
" /
u" = W = q(z)u— f(z).
Notemos que a existéncia de u” decorre automaticamente do facto que u é uma solucao da

equagao (2.2.9). O

As proposicoes 2.1.1, 2.1.2, 2.1.3 e o teorema 2.2.1 garantem a existéncia de um operador
inverso ao operador conjugado 7%, onde o operador 7" é definido por (2.1.7). Da proposi¢ao
2.2.1 concluimos que o problema espectral (2.1.4) pode ser representado na forma abstracta

Lu= NTu.
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Proposicao 2.2.2. O operador T definido por (2.1.7) é compacto.

Demonstra¢ao. Vamos usar o critério geral de compacticidade relativa do Gelfand [1, p. 318|
em espaco normado, (vide o teorema 2.2.4, pag 26). Sejam Q = {Tu: [u,u] < 1}, f, € Lo,
fa(2) = 0 Vz € Ly. Usando a desigualdade de Cauchy-Bunyakovski temos que:

b 2

(fulTu))? = / ful@)u(a / e / §) ds dz

a

:/ ds/fn s/ ZdS/bwn dS—UU/b%

onde a sucessdo ¢,(s) é definida por

o

entao é suficiente mostrar que ¢, — 0 no espaco Lo. Mostremos que ¢, converge uniforme-

mente para zero. Para isso consideremos a funcao

0 se0<x<s,
ZS(x):
1 sex>s.

Temos que
©n(s) = fulzs)

(no lado direito da tltima igualdade a sucessdo f, é considerada como funcional) portanto,
sendo z,, sucessao arbitrara do conjunto S = {z; : s € [0,[]}, da sucessdo s, & possivel
escolher uma subsucessao convergente. A sucessao correspondente da sucessao z,, serd também
convergente portanto, o conjunto S = {zs: s € [a,b]} é relativamente compacto em Lo, por
isso, em virtude do mesmo critério de Gelfand? a sucessdo f, converge uniformemente sobre

S. Mas isto é convergéncia uniforme da sucessao ¢,(s). O

2Izrai Moiséyevich Gelfand (1913-2009) — matematico russo
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Teorema 2.2.4 (Gelfand). Para a compacticidade relativa de um conjunto E num espago de
Banach X separdvel € necessdrio e suficiente que para qualquer sucessao f,(x) de funcio-
nais lineares e continuos convergente a zero em cada ponto de X, a sucessao fn(x) converja

uniformemente para zero no conjunto E.

Proposigao 2.2.3. As auto-fungoes u,(z) do problema (2.1.4) formam uma base em cada um
dos espacos W, Lo, D, e o0s auto-valores correspondentes X\, sao positivos e formam uma

sucessao nao decrescente convergente para infinito.

Demonstracao. Ja foi demonstrado que a imagem T'W do operador T' é densa em Lo e que o
operador T' é compacto. Resta-nos mostrar que o problema espectral (2.1.4) é equivalente ao

problema espectral (2.2.7) considerando para este problema que

Da proposicao 2.2.1 resulta que

Lu=—u"~+ q(z)u

portanto a proposicao fica demonstrada em virtude do teorema 2.2.3. O

2.3 Estudo da Equacao Modelo no Caso Geral do Funcio-
nal Quadratico

Nesta secgao aprofundamos o estudo da equagao (2.1.1).

Neste caso vamos omitir a suposi¢do de que a forma quadratica (2.1.3) é positivamente
definida. O funcional quadratico pode ser introduzido por sua parte definida positivamente.
Por exemplo, podemos representar a fungao ¢(x) como uma diferenca ¢ = g, — g— de fungoes

nao-negativas e usar

b
[u, v]; :/(u'v'+q+(:p)uv) dr.
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Para simplicidade de designa¢des vamos usar a forma

b

[u, v] = /u’v’ de. (2.3.1)

a
Assim, o espaco de Hilbert W é também o espaco das fun¢des absolutamente continuas sobre o

segmento [a,b] com quadrado integravel em Lebesgue que satisfazem as condigoes de fronteira
(2.1.5).

Introduzimos o produto escalar pela igualdade (2.3.1).

Representemos o funcional quadratico (2.1.2) na forma

% ([u,u] + (Qu, Tu)) — (f, Tu), (2.3.2)

onde @Q: W — Lo é um operador definido por

Qu(z) = q(x)u(z). (2.3.3)
Notemos que o operador 1" é continuo, como foi demonstrado na proposicao 2.1.2.
Proposicao 2.3.1. O operador @Q € continuo se qu2(x) dr < 00.

Demonstragao. Seja (Q um operador nao continuo. Das desigualdades que se seguem

b T 2

/b (@)t dn = / o(x)2dx / o (s) ds

a a

/b ¢(2)d / ds / /(s)2 ds
2

IN

a

< w5 [ apan

a
temos que o operador () é limitado. Da contradicao obtida chegamos a conclusao que de

facto o operador () é continuo. n
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2.3.1 Equagao de Euler

Nesta subseccao e em diante, vamos considerar que W, Lo sao espagos arbitrarios de Hilbert
com produto interno [u, v] e (f, g) respectivamente, e T', ) sao operadores arbitrarios lineares
e continuos que agem de um espago W para o espago L,. Alem disso, vamos considerar que a

forma bilinear (Qu,Tv) é simétrica, i.e.

(Qu,Tv) = (Qu,Tu), Yu,v e W. (2.3.4)

Seja
E(u) = [u,u] + (Qu, Tu). (2.3.5)

Como na seccao 2.2, obteremos a condigao sobre a minimizagao do funcional (2.3.2) na forma
[u,v] + (Qu, Tv) = (f,Tv), YveW. (2.3.6)

Na realidade, o elemento u pode nao ser minimo, mas o elemento é estacionario, i.e. a

variagao de u nao vai conter o termo linear.

Do teorema 2.2.1 segue

Teorema 2.3.1. Suponhamos que a imagem TW € densa em Lo. Entao, a equacao de Euler
(2.3.6) € equivalente & equagao

u+T"Qu="T"f. (2.3.7)
e no conjunto D, =T"Ly a equacao
Lu+ Qu=f. (2.3.8)

Demonstra¢ao. Seja u um ponto minimo do funcional (2.3.2). Entdo, para cada v € w e

qualquer ¢ real temos que

0 < S([utev,utev]+(Qutev), T(u+tev))) = (f, T(utev)) - %([u,U] +(Qu, Tu)) +(f, Tu)

N | —
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0 < elu,v] + %2[21,11] +e(Qu, Tu) + €;(Qu,Tu) —e(f, Tv)
0 < [u,v] + %[U,U] + (Qu, Tu) + =(

Daqui podemos concluir que quando ¢ — 0

Qu,Tu) — (f,Tv).

DN ™

[u,v] + (Qu, Tv) = (f,Tv), YveW.

Resulta desta tltima igualdade que
[u,v] + (T*Qu,v) = (T* f,v), YveW,

donde temos que

u+T"Qu="T"Ff. (2.3.9)

Considerando o conjunto D, = T*L, o operador T* tem inverso (7%)~' = L, aplicando este
operador em (2.3.9) temos

Lu~+ Qu = f.

2.4 Problema Espectral

Omitindo a restri¢do de que o funcional quadrético (2.1.3) é positivamente definido, obtivemos

a condi¢ao sobre a minimiza¢ao do funcional (2.3.2) na forma variacional
[u,v] + (Qu, Tv) = \(Tu,Tv), YveW.

Neste ponto faremos estudo das propriedades obtidas na seccao 2.2 com base nesta forma va-

riacional.

Analogamente & equivaléncia dos problemas espectrais no teorema 2.2.2 teremos.
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Teorema 2.4.1. O problema espectral

Lu~+ Qu = NTu (2.4.1)
€ equivalente as equacoes
u+T"Qu=\N"Tu (2.4.2)
e
[u,v] + (Qu, Tv) = \(Tu,Tv), Yve W. (2.4.3)

Demonstra¢ao. A equagao (2.4.1) é definida no conjunto D, =T*Ly, C W.

Aplicando a equacao (2.4.1) o operador T* temos
u+T"Qu = \NT"Tu
na forma variacional converte-se a
[u,v] + (Qu, Tv) = AN(Tu,Tv), Yu,ve W.
O

Nota 4. A equagao (2.4.1) é definida em D, e as equagoes (2.4.2) e (2.4.3) em W, mas as

solucoes de todas as equacoes pertencem ao dominio Dy.

Se o operador I 4+ T*(Q) é invertivel, entdo a equacao (2.4.2) é equivalente a
u=NI+TQ) 'T*Tu. (2.4.4)
Daqui e do teorema 2.2.3 concluimos que ¢ valido o seguinte teorema.
Teorema 2.4.2. Suponhamos que
1) A imagem TW do operador T é densa em Lo,
2) dimkerT =0,

3) T € compacto.



2.5. GENERALIZACAO DO MODELO 31

Entao a equagao (2.4.1) tem solugao nao nula u, sé no caso A= X\,, n=0,1,2,..., ie.
Lu, + Qu, = \,Tu,, n=0,1,2,...
O sistema u, forma uma base ortogonal no espago W .

Demonstragdo. Suponhamos que o operador I +7*Q & invertivel. O operador (I +T7*Q)~'T*T
é auto-adjunto e compacto (como soma de operador auto-adjunto e compacto e operador con-
tinuo), portanto em virtude do teorema de Hilbert — Schmidt as solugoes w, do problema
espectral (2.4.2) formam uma base em W.

Mas se o operador I + T*() nao tem inverso, este operador pode ser considerado como
sendo o limite do operador I + pT%() quando p — 1. Notemos que A = 0 vai ser autovalor de

dimensao finita (espaco nulo do operador /+7%@Q)), i.e como u,, # 0 temos que I[+7*Q =0. O

2.5 Generalizacao do Modelo

Nesta seccao vamos aplicar o esquema estudado na investigagao da resolubilidade do problema
espectral (2.1.4) na investigacao do problema espectral contendo uma equagao diferencial fun-

cional dada por
b

o / w(y)dyr(e,y) = f(2). (25.1)

a

onde o simbolo d,, representa o integral de Stieltjes® relacionado com a variavel y.

O integral de Stieltjes conforme a definicao é dada por

n

/u(x)dr(x) = lim Zu({z)Ar(xz), (2.5.2)

max(z;—x;—1)—0 <
=1

onde

3Thomas Jannes Stieltjes (1856-1894) — matemético francés
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a=1x)<x; <..<xp,=0b¢& € (vy,xi-1), Ar(x;) =r(x;) —r(ziq).
Se a funcao r(z) for diferenciavel e u(z) for continua, entao

b b

/u(x)dr(x) = /u(a:)r’(x)dx.
Se a fungao r(z) for constante sobre os segmentos [z, 21], [*1, T2], [¥2, 3],... entao

b

/u(m)dr(m) =u(B1)(r(z1) —r(zo)) + ... + u(Bn)(r(zy) — r(x,_1)), (2.5.3)

a

onde xg = a, B, € [xn_1,Ts).

Mostremos que a equagao estudada na segao 2.1 é obtida da equagao (2.5.1).

Se assumiros que r(x,a) = 0 para x € [a,b], pois a fun¢ao r(z,y) pode ser representada

por
r(z,y) —r(z,a)
e que
0 sey <z,
r(z,y) =
q(r) sey>uz,
teremos que a funcao r(x,y) sera constante em todos os segmentos [yo, y1, [y1, Y2, -+ [Un—1, Yn)

em relacao a variavel y, onde yp =a e y, = b.

Resulta destas condicoes que

b

/U(y)dzﬂ“(fv, y) = u(B)(r(z, 91) = r(2,90)) + o+ w(Bn) (r(2, yn) = 7(2, Yyn1)),

a

onde todas as parcelas sao iguais a zero excepto uma:
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w(Bm) (r (2, Ym) = 7(2, Ym-1)),

tal que = € [Ym_1,Ym) € assumimos que u(S,,) =0 se S, € [a,b].
Passando ao limite quando 3,, — x e como a funcao u é continua, o limite desta soma é

igual & q(z)u(x), i.e.

i (B ) (7(2, ym) = (2, ym-1)) = () lim w(Fn) = g(z)u(z),

Bm—rx Bm—x

portanto

u(y)dyr(z,y) = q(z)u(x).

S

Vamos aplicar o esquema estudado na secc¢ao 2.3 para o operador () definido pela igualdade

b

Qu(z) = /u(y)dyr(x,y). (2.5.4)

a

Por essa razao o funcional bilinear (Qu,Tv) sera dado por

b b

(Qu, Tw) / dao(z) / a(y)dyr(z,y), (2.5.5)

a a

que pode ser representado num modelo simétrico.

Proposicao 2.5.1. seja

T

§(z,y) = /T(s,y)d& (2.5.6)

a

Entao a forma (2.5.5) pode ser representada pela igualdade
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(Qu,Tv) = / 2)dE = / Ve(dx x dy), (2.5.7)

onde I = [a,b).

Demonstra¢ao. Consideremos somente o caso quando a fungao r(x,y) é absolutamente continua

em relacao a variavel y. Entao

/dacv /bu Ydyr(z,y) = /bdxv(:c)/bu(y)r’ (x,y)dy
/]

IRG
=Q/Ly@mm%

£(A) :/Arl(x,y)dxdy.

(@, y)dzdy

onde

Portanto

£z, ) = £((a, 2] x [0,3]) //mst%ﬁ /<<> (s, a))ds.

]

Se a fungao &(x,y) nao decresce para cada argumento de &, o integral [ u(y)v(z)&(dz x dy)
J2
serd uma medida. No caso geral esta é o integral de Lebesgue-Stieltjes e £ é uma funcao definida

no sistema de subconjuntos de

I? = [a,b] x [a,b].

A representacao (2.5.7) admite de maneira simples verificar a simetria do funcional bilinear
(Qu,Tv). Se a fungao &(x,y) for simétrica entdao o funcional bilinear (Qu,Tv) também sera,
ie.

(Qu,Tv) = (Qu,Tu).



2.5. GENERALIZACAO DO MODELO 35

Exemplo 2.5.1. Verifiquemos a simetria do funcional bilinear (Qu,Tv) para a fungao

0 sey<+I?—a?
2 sey > VI%— a2

r(z,y) =

para x,y € [0,].

Se © < /12 —y?%, entdo (neste caso na variagdo de integracio 0 < s < z temos que

r(s,y) = 0) por essa razao,
x

{(z,y) = /T(s,y)ds =0.

0

Se x > /12 — y?, temos que 7(s,y) = 2s por essa razao,
E(x,y) = /r(s,y)ds = / 2sds = 2° 4+ y* — %
0 N

Portanto

0 se x? +y? < [? 0 se y? + a2 <[?
g(xay) - = = g(yy'x)7

224y =12 seax®+y?> 12 P4+ -1 sey’+a?>1?

por essa razao a fungdo £(z,y) é simétrica e segundo a proposi¢ao 2.5.1 o funcional bilinear

(Qu,Tv) = [u(y)v(z)d§ também sera simétrico.
12

No caso da equacao modelo estudada na seccao 2.1 redefiniremos a funcao & do seguinte

modo

T

[q(s)ds sex <y,
f(x,y) = ay
[q(s)ds sey<u.

a

Temos que
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T Y
[q(s)ds sex<y [q(s)ds sey<ux

=14 Bk — (),
[a(s)ds sey<uw f«@@ se x <y

a

portanto a fungao &(z,y) é simétrica. No caso geral a condi¢ao de simetria tem a forma

T

/T(s,y)ds = /yr(s,m)ds. (2.5.8)

a a

Por essa razao sob a condigao (2.5.8) o funcional quadratico (2.3.5) nesta secgao tera a forma

b

E(u) = /(u')QdaH— /u(y)u(m)df (2.5.9)

a 12

Exemplo 2.5.2. Consideremos o problema espectral
—u" + (u(x — ) +u(x+9)) = x€]0,], (2.5.10)
onde z
Quts) = [ ulw)dyr(a,y) = ule — 8) + u(s +0).
0
Verifiquemos a simetria da forma (Qu,Tv) no caso geral, i.e. sem usar a fungao &(z,y).

Temos que

(Qu,Tv) = /l(u(:v —0) +u(z+9))v(x)de (2.5.11)
= /lux— dx—l—/lux+(5 Jo(z) dx
= l/au( (s+0)ds+ l/Hu
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Mas u(z) =0 e v(z) = 0 quando z ¢ [0,[]. Por isso,

l

I
(Qu,Tv) = u(s)v(s+0)ds+ [ u(t dt
oo

0

Defini¢ao 2.5.1. Diremos que uma fun¢ao ® tem variagao limitada em |a,b] se ela pode ser
representada como a diferenca de duas func¢oes mondtonas ® = v — g, onde v € a variacao de

o em [a,z].

Proposicao 2.5.2. Consideremos que para quase todo © € |a, b| a fungdo r(z,y) tem variagao
limitada em vy, e esta variagcao € Lo. Entdao o operador Q) : W — Lo definido pela igualdade
(2.5.4) € continuo.

Demonstrag¢ao. O conceito de integral de Lebesgue-Stieltjes admite uma extensao imediata,
ao se passar das fungdes mondtonas as de variagao limitada. Sendo r(x,y) uma funcao de
varia¢ao limitada, podemos representa-la como diferenga de duas fungdes monétonas e u(y)
tém derivada absolutamente continua em [a, b].

Seja R(x) = varyr(z,y) a variacdo de r(z,y) para a variavel y.

A continuidade segue das desigualdades

b b 2 b b

QulP = [ s | [udyrte.) | = [do| [t - o

a a a a

b b b b
S/dx/(r(x,b)— 2dy/u Ydy < [u,ul. b—a/R dx.

O

Consideremos o problema espectral, assumindo em diante que a condigao de simetria (2.5.8)

tal como a condigao para a fungao r(z,y) indicada na proposi¢ao 2.5.2 cumprem-se.
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Neste caso, para o problema espectral

b

i+ [ uldyro ) = e, u() = u(t) =

pode ser aplicado o teorema 2.4.2. Por essa razao, este problema tem um sistema ortogonal

de auto-fungoes que formam uma base no espaco W'.

Exemplo 2.5.3. Consideremos o problema espectral
—u" + k(u(z) +u(l — x)) = Au (2.5.12)
sobre o segmento [a,b] = [0,] com as condi¢oes de fronteira
u(0) =u(l) =0, (2.5.13)
sendo o coeficiente k um parametro real.

Mostremos que o sistema de auto-fungoes da equagao (2.5.12) forma uma base no espacgo

Ww.
Seja T(Z’,y) = Tl(l',y) + T2($ay)

onde

0 sey<u, 0 sey<Il—ux,
TI(I7y) - ) 702("L‘7y) =
1 sey>u, 1 sey>1—ux.

Temos que

!
/u Ydyr(z,y) =
0

= Zu(yi)(ﬁ(x,yi) —r(z,yi-1)) + Zu(yi)(TQ(-r7yi) —79(T, Yi-1))

= w(Bn) (11(2, Ym) = 71(2, Y1) + U(%:m)(rz(w, Ym) = 72(T, Ym-1))

l

u(y)dyr(x,y) —I—/u )dyra(x,y)
0

s S —~
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tal que x, | — 2 € [Ym—1,Ym)-

Passando ao limite quando (,, — =, 1,, — [ —x e como a funcao u é continua, temos que

lim w(B) (11 (2, Ym) =112, Yymr) + 1 w(n) (r2(2, Ym) = 72(2, Y1) = u(z) +u(l = ).

Bm—x Nm—l—x

Portanto 1
/u(y)dyr(:c, y) = u(z) +u(l — z).

Definemos o operador @) pela igualdade

b

Qu(z) = u(z) +u(l —x) = /u(y)dyr(:v, ).
Pela virtude da proposi¢ao 2.5.1 podemos representar o funcional bilinear (Qu,Tv) pela

forma

(Qu.Tv) = / u(y)o(a)de

onde

f(l’,y) = él(xay) + 52(x7y)'

Para a fun¢do & definida por & (z,y) = [ ri(s, y)ds ja verificamos a simetria na proposi¢ao

0
2.5.1, portanto resta-nos analisar a funcao & definida por

éé(x,y) = /r2<87y)d8‘
0
Seja
0 sey<Il—ux,

Tg(x,y):
1 sey>1l—uw.
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Se x <[ —y, entdo (neste caso na variagdo de integracdo 0 < s < x temos que 73(s,y) = 0)

por essa razao,
T

E(x,y) = /rg(s,y)ds =0.

0

Se x > [ —y, temos que r3(s,y) = 1 por essa razdo,

T

52(x,y)=/r2(s,y)ds: /ds:x—l—y—l.
-y

0 l

Portanto

0 sex+y <l r+y—1 sex+y>I
§2(x7y) = = 252(%1”)’
rx+y—1 sex+y>I 0 sex+y <l

ou seja, a func¢ao & (x,y) tem forma simétrica assim como para fungao & (z,y) e pela virtude
b

b
da proposi¢io 2.5.1 o funcional bilinear (Qu,Tv) = [ dav(z) [u(y)d,r(z,y) também serd si-

a a
métrico uma vez que &(x,y) = & (x,y) + &(z,y) tem forma simétrica.

Achemos os auto-valores A tais que o problema espectral (2.5.12) tenha solugdo nao nula wuy.
Consideremos o caso em que o parametro k = 0.

Neste caso o problema (2.5.12) resume-se a

v + =0, u0)=u(l)=0.

a) Se A < 0 temos

W+ A=0=w=+vV-\

e a solucao sera dada por

u(z) = 1" 4 coe™*
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uw(0) =c14+c=0

u(l) = cre® + e =0

1 1
£0

ewl e—wl

portanto para ¢; = co = 0 a solugao sera nula, i.e. u(xz) =0 logo A < 0 nao é auto-valor.
b) Se A =0 o problema resume-se a u” = 0.

A solucao sera dada por

ul) =cal=0 = =0

deste modo temos que u(x) = 0, portanto A = 0 nao é auto-valor.

¢) Se A >0 temos que w? + X =0 = w = £iv/A e a solugio sera dada por

u(z) = ¢ coswz + o sinwz
u(O) = C1 = 0

u(l) = ey sinwl =0

U(O) = C = 0
u(l) = cosinwl =0

se cg#0 = sinwl =0 = wl=n7r Vn e N

de onde w = ”l—”

Substituindo a solugao u(z) = sinwz para ¢; = 1 na equagao (2.5.12) teremos

w? sinwz + k(sinwz + sin(l — z)) = Asinwz.

Em seguida consideremos dois casos possiveis:
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a) Se n for par

w? sinwz + k(sinwx +sin(l — z)) = Asinwz.
2 . . . . o .
w” sinwzx + k(sinwx + sin wl cos wz — sin wz cos wl) = Asinwz.
w?sinwz = Asinwz,

ou seja \ = w?

b) se n for impar

w? sinwzx + k(sin wa + sin wl cos wr — sinwzx cos wl) = Asin wa.

w?sinwz + 2k sinwz = \sinwez,

ou seja A\ = w? + 2k.

Portanto os valores A = \,,, formam uma sucessao nao decrescente de nimeros positivos

D<A <A <<

lim )\, = oo.
n—o0

Assim, mostramos que para o problema espectral (2.5.12), (2.5.13), as auto-fungoes u,, sao
mesmas que as auto-funcoes do problema de Sturm-Liouville classico. Sabemos da teoria de
series de Fourier que o sistema {u, } forma uma base no espago de Hilbert Ly. Da qual segue-se

que o sistema ¢ ortogonal e é base no espaco W.



Conclusoes e Recomendacoes

Neste trabalho propos-se um método para andlise do problema espectral, para operadores di-

ferenciais, com base na introducao de dois espagos.

e Estudaram-se as propriedades e condicoes de resolubilidade do problema espectral para

operadores diferenciais funcionais dado um funcional definido positivamente;

e Estudaram-se as propriedades e condicoes de resolubilidade do problema espectral para

uma equagao com argumento desviado que representa-se sob forma da integral de Stieltjes;

e Estudaram-se as propriedades de operadores diferenciais funcionais que sob certas condi-

coes de simetria sao operadores auto-adjuntos.

Para a continuacao do trabalho sugeria que:

e Investigasse-se a quantidade de auto-valores negativos no problema espectral e como estes

influenciam o sinal do funcional quadratico;
e Investigasse-se alguns operadores concretos para construir sistemas ortogonais;

e Investigasse-se outras aplicagoes para estes operadores.
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