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Resumo

Com este trabalho pretende-se fazer uma abordagem, de forma simples, a teoria das séries
de Fourier e sua aplica¢do na resolugao de véarios problemas da fisica-matematica. No primeiro
capitulo faz-se uma digressdo as séries de Fourier. Formulam-se e demonstram-se alguns teore-
mas, tais como, o teorema sobre a desigualdade de Cauchy-Bunikowskii, teorema de Dini sobre
convergéncia pontual das somas parciais das séries de Fourier e 0 teorema sobre a convergéncia
uniforme duma série de Fourier. Introduz-se a no¢ao de sistema ortogonal e sistema linearmente
independente. Devido a sua relevancia faz-se uma rapida revisdo sobre o espaco euclidiano L.
Faz-se um estudo exaustivo sobre as somas de Cesaro e o nicleo de Fejér. Demonstra-se que
se f(z) é uma funcdo 27-periédica e continua, entao a soma de Cesaro, gerada por f(z), con-
verge uniformemente para f(z). Estudam-se alguns sistemas ortogonais para o caso de duas
variaveis e a decomposig¢ao de fungdes em séries duplas de Fourier. No segundo capitulo faz-se
uma breve abordagem as funcoes de Euler de primeira espécie, investiga-se o nicleo e soma
de Vallée Poussin. Faz-se um estudo do integral do niicleo de Vallée Poussin e obtem-se uma
avaliagdo do tipo -:—2111 (1 -+ %) + 1.7. Finalmente, no ultimo, capitulo estuda-se o método de
fungoes préprias. Demonstra-se que o operador de Sturm-Liouville é simétrico e positivo.

Ao tratar-se, nas aplicagdes do método de fungbes préprias, sé de problemas de oscilagao
e transmissido de calor, partiu-se do pressuposto de que a aplicacao da teoria deve incidir, nos
primeiros momentos, em fenémenos de simples compreensao.

Usando o pacote Maple® constroem-se séries de Fourier geradas por certas funcoes e fazem-

se as lustragdes graficas onde se comparam as fungdes exactas e suas aproximacoes.

Maputo, Julho 2001



Simbologia

R" é o espaco de vectores n-dimensionais, com a norma | - |

N é o conjunto de nimeros naturais

| - [Ix denota a norma no espago X; se estiver claro sobre o espago X a que se refere, entao
escreve-se simplesmente || - ||

|| Allx—y denota a norma do operador linear timitado A : X - Y

R(A) é o contradominio do operador A

D(A) é o dominio do operador A

= significa “identicamente igual”

o significa “igual por definigao”

Clo,5) = C € o espago de funcoes continuas z : [a,b] — R!, cuja norma é

def
; Jelle % max Jo(e)

L[la,b] = L' ¢ 0 espaco de classes equivalentes de fungdes z : [a,b] — R' somdveis, cuja norma é

b
el / 2(t) di

f(t) é negativa (positiva) em [a,b] se f(t) < 0 (f(t) > 0); f(t) ¢é ndo negativa (ndo positiva)
em [a,b] se f(t) 20 (f(¢) <0)

M denota o fim da demonstragao




Capitulo 1

Séries de Fourier

1.1 Espago euclidiano

Seja X um espaco real linear. Chama-se produto escalar {7} de dois elementos z, y € X

a funcdo real (z,y) que satisfaz as seguintes condigoes:
1) (z,z) >0, (z,2)=0&>z=0, VrxeX,;
2) (z,y) =(y,2), Vz yeX;
3) (z+y,2)=(z,2) +{¥,2), V=, 9 2€X;
4) (Ar,y) = Mz,y), Yz, yeX, VAe R!.

O espaco linear X, onde esta definido o produto escalar, chama-se espago euclidiano [8],

[9]. A norma em X define-se do seguinte modo:
llz]l © Sz,z), zeX

Teorema 1. (Desigualdade de Cauchy'-Bunikouskit’)

Seja X um espago euclidiano. Entdo, € justa a desigualdade

()| < llzlllyll, vz yeX (1.1)

! Augustin Louis Cauchy (1789-1857) — matematico francés
2yiktor Iakovlevitsh Bunikovskil (1804-1889} — matemdtico russo

9
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Demonstragio. Defina-se a fun¢io auxiliar ¢(A) o (zx + Ay, z + Ay), A € R! que, segundo a

propriedade 1) do produto escalar, é ndo negativa. Reescrevendo ¢(}) tem-se

(A = [[yPA? + 2(z, y)A + ||zl* > 0, reR.

Introduzindo as notagdes A o lvli, B ' 9(z,y), C ¥ ||z||?, entdo a fungido ¢()) tem a forma

#(A) 4 AN2 4+ BN+ C > 0. Sendo A > 0, este trinémio quadratico é nao negativo se o seu

descriminante é nio positivo, isto €,
B? —4AC < 0 < |B| < 2VAVC.

Em conclusdo colocam-se as expressdes para B, A e C nesta iltima desigualdade e obtem-se
(1.1). W

Sejam z, y € X. Diz-se que z e y sdo ortogonais [4], {7], [13] se 0 seu produto escalar é
igual a zero, isto é, (z,y) = 0. Seja {¥r}}=, um sistema de elementos de X. Diz-se que este
sistema é linearmente independente se a sua combinacio linear é igual & zero so, e sémente

s6, quando todos os coeficientes sdo simultdneamente iguais a zero, isto €,

Zakwk:0=>ak=0, k=1,2,...,n. (12)
k=1

Suponha-se que o sistema {W}7_, € ortogonal, isto é, (vx,%;) = 0, k # 7. Entdo ele é

linearmente independente. Na verdade, pegando em (1.2) e multiplicando por ; tem-se

(Z am,w) = (o, ) = (i ) = 0. (13)

k=1
Dividindo (1.3) por (v;,%:), que é diferente de zero (caso contrario ter-se-ia ¢; = 0 o que
iria contradizer a suposi¢do de que o sistema é linearmente independente), obtem-se ¢o; = 0,
i=1,2.... n.

Diz-se que a sucessio {z,}%,, z, € X converge para o0 elemento z € X em média [6],

8], {9] se ||z, — z|] = 0, n = oo. Diz-se que a sucessdo {z,}52,, zn € X converge para o

elemento z € X fracamente se (z,,v) — (z,y), Vy € X, n = oo.
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Seja s,(x) uma sucessdo funcional, z € [a,b] C R!. Diz-se que a sucessdo s,(z) converge
uniformemente [6], [8] em [a,b] para a funcio s(x), se para qualquer ¢ > 0 existe um natural

N tal, que para todo n > N e para todo z € [a,b] cumpre-se a desigualdade

|sn(z) — s(x)| < €.

1.2 O espago Lfa,b]

Seja X um espaco linear composto por classes de fungdes equivalentes f : [a,b] —» R!

somaveis em quadrado, isto &,

b
/f2(:1:) dz < oc.
a

Define-se no espago X o produto escalar do modo seguinte:

b

(f9) = '/'f(w)g(x) dr, f, geX.

a

A norma em X é dada pela férmula )

b 1/2
e / Playde| .

Tal espago X denota-se Lfa’b].
Reescrevendo a desigualdade de Cauchy-Bunikovskii (1.1), vista no pardgrafo anterior, tem-

se
b 1/2

5 1/2
/b f@@ds < | [ ree) | [dod)] (1.4)

@
Para o caso particular, quando g = 1, a desigualdade (1.4) tem a forma

b 1/2

ff(m) dz| < Vb-a fbf?(:.g)da;

a
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1.3 Série de Fourier segundo um sistema ortonormado

Seja {1}, um sistema ortogonal do espago euclidiano X, isto ¢€,

(wk'n ’!/}1) = 0: k # 1.

Pode-se normar este sistema, isto é, transforma-lo num sistema cuja a norma de cada elemento
_ < 1 1

seja igual & unidade, bastando para tal multiplicar %, & = 1,2,... pelo factor m 0

k

sistema obtido deste modo {W,}32,, onde ¥, = Wzl”, torna-se ortonormado, isto é,
k

e 1 , se _‘= "
(¥, ;) = 6 e

0, se i#j].

Chama-se série de Fourier® (3], [4], [7], [12] gerada pela fun¢do f € X, segundo o sistema
ortonormado {W,}32,, a expressao

Z fklpk)
k=1
onde f; é o coeficiente de Fourier definido pela férmula

(1.5)
fi & (f, W),

k=1,2,...
A expressao

def .
SuE Y fely
k=1

chama-se n-ésima soma parcial da série de Fourier (1.5).

Veja-se uma combinagio linear qualquer dos primeiros n elementos do sistema ortonormado
{W}2,, isto é,

E Ck\I’k.
A expressao

3Jean Baptist Joseph Fourier {1768-1830) — matemdtico francés
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atinge o seu minimo quando ¢, = fg o (f, ¥). Com efeito:

n 2 n 43
Zcic‘l’k—f =(ch‘1’k"f,zci‘1’i—f)=
k=1 k=1 i=1
= (ch\l’k,ZC,‘\I’i) - (chlpk,f) - (fgzctlpl) +(f, )=
k=1 i=1 k=1 i=1
= Zci - 2ch(f, Ui) + |1 fi? = Zci - zzcm +If17 =

—Z(ck—2ckfk)+||fu2 Z (ce — fu)? ka+||fu?
k=1

Portanto, a expressao (1.6) atinge o seu minimo quando ¢ = fk. Como consequéncia, para

qualquer elemento f € X e para qualquer sistema ortonormado {¥,}2, de X, cumpre-se a

desigualdade
n T 2
\ AR =D s < ch‘l’k—f (1.7)
\ k=1 k=1
A desigualdade (1\7) transita para igualdade quando ¢ = fi. Assim,

\‘n 2 n n
0< |3 Ale—f| =P =D =D K <P (1.8)

k=1 k=1 k=1

A desigualdade (1.8) chama-se desigualdade de Bessel® [11], [13]. Diz-se que o sistema
ortonormado {¥;}$2, é completo em X se para qualquer f € X tem lugar a igualdade de

Parseval’®:

SR = NI
k=1

Teorema 2. Seja {U:}$2., um sistema completo do espago euclidiano X.

Entdo, V f, F € X € juste a igualdade

kaFk =(f,F
k=1

Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846) - matemético alemao
®M. Parseval (1836) — matemdtico francés
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def

onde fkdzef(f:"pk) € Fk = (Fa\IJk)

Demonstragdo. Tem-se que X é um espago linear, entio as fungdes f =+ F pertencem também
4 X e, como o sistema é completo, tem lugar a igualdade de Parseval para estas duas funges,
isto é,

(fe+ B2 =|f +FI, (1.9)

Ms 108

(fe — F)* = Ilf — FIf". (1.10)

-
Il
—

Subtraindo (1.10) de (1.9) obtem-se
o oo
S+ B2 = (o= B = |f + FIP = |If - FI? = > _fiFe = (f,F). ®
k=1 k=1
Se o sistema {¥;}2, fér ortonormado (ou pelo menos ortogonal) e completo, entdo nao
existe nrenhuma funcio de X, diferente de zero, tal que (f,¥x) =0, k= 1,2,... Realmente,
se {U;}52, é completo, entdo cumpre-se a igualdade de Parseval. Supondo que (f, ¥.) =0,

k=12,... resultfx que os coeficientes de Fourier sao todos iguais a zero, daf que

/ 0o
' 0=> f=IfP=f=0
k=1

s
1.4 Série de Fourier segundo um sistema trigonométrico

Seja f : E— R!, E C R'. Diz-se que a funcao f(z) é T-periédica [1], [10] se existe um
nimero real 7 tal, que: z+T € E, f(z+T) = f(x).

Lema 1. Seja f(z) uma fungdo T -periddica, a € um nuimero real qualquer. Entdo € justa a

igualdade:
a+T

[ @iz = fT f(x) da. (L.11)

Demonstragao. Aplicando a propriedade de aditividade do integral temos:

a+T 0

ff(ff)dfl?:/f(l?)d:ﬁ-i-ff(z)dm-i—/f(x)d:c.
a a 0 T

a+T
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Para demonstrar a igualdade (1.11) basta mostrar que
a+T 0
f f(z)dz = - | f(z)dz.
T s
Na verdade, pela substituigdo z = ¢ 4+ 1 temos:
a+T a a 0
[ 1@ds= [1c+mac= [roa=- [
T 0 0 a

O sistema
1, cosz, sinz, cos2z, sin2z,..., cosnz, sinnz,... z € [-m 7, (1.12)

. .1 . 1
é ortogonal no espago Lf_ﬂ,,r]. Multiplicando o primeiro elemento de (1.12) por — e os

Ver

1 . . .
restantes elementos por —= resulta que o sistema assim obtido

NZ3
1 COSZ Sinz COSTT Sinnz

Vor v o mT ym oy

z € [-m, 7]

é ortonormado.

Pega-se um elemento f € Lf_ml e decompde-se segundo o sistema (1.12):

flz)=co+ Z(Ck cos kz + sysinkz), z € [-m 7] . (1.13)

k=1
Suponha-se que a série (1.13) converge uniformemente em [—m,7]. Integrando (1.13) no

segmento [—m, 7] tem-se

w T 00 ia kis
/f(:r)da::/coda:-i-z ck/cosk:vda:-l—sk/sinkmdm = co27.
-7 -7 k=1 - -
Daqui conclui-se que
i
- — ’ d . .
Co = 5 /f(J:) T (1.14)

Multiplicando (1.13) por cosmz e integrando no segmento [—m, ] obtem-se

T

oo

ks kis
/ f(z)cosmzdr = [cg cos mz dz + Z Ck /cos kz cosmz dz+
-7 k=1

-
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oo m ki

+ Zskfsin kxcosmzdr = cmfcos2 M dx = TCp.
k=1 g
£ ébvio que
1 r
Cm = —ff(:r) cosmz dz. (1.15)
™

Para se determinar o coeficiente s,, basta multiplicar (1.13) por sinmz e integrar no segmento

[—m, 7]

A o0

v T
/f(:n) sinmzdz = /cosinmx d:c—}—ZCk/cosk:nsinm:vdz-i-
- k=1 4

-7

™

00 T
+ S sk/sin kxsinmzdr = sm/sin2 me dr = TSy,

k=1 g -7

Deste modo tem-se

Sm = %/f(a:) sinmz dz. (1.16)

Se f(z) for uma funcdo par entio a sua decomposicao, segundo o sistema (1.12), terd a

forma
oo
flz)=c+ Z(:k coskz, z € [-m, 7,
k=1
1 T
pois by = - f(z)sinkzdz = 0, porque o integral duma fun¢ao impar num intervalo

simétrico ¢ igual & zero [2]. De modo andlogo, se f(z) for impar tem-se

flz) = Esk sinkz, € (-, 7,
k=1

pois ¢ = ;1;[ f(z)coskxdz = 0.

-

Seja

Su(z) = co + Z(ck cos kx -+ spsinkz), =z € -, 7]
k=1




17

Castro J.L. Cardoso

a n-ésima soma parcial da série (1.13), onde f(z) é uma fungdo cujo periodo é igual a 27
Substituindo cg, ck, s pelas suas representagdes (1.14), (1.15) e (1.16) tem-se

1 T n 1 ™
= — — sk
W/f(t)dt—FkE:lW/f(t)cos' tcoskz dt+

™

+Z%/f(ﬁ)sinktsinkxdt _

k=1 .

J /f ( +Zcoskt—x) /f

A expressao

Wt —z)dt, z€[-m 7l (1.17)

1
E§+Zcosk$ z € [—7, 7

é o nicleo de Dirichlet® [3], [4], [7]. O nicleo de Dirichlet usufrui as seguintes propriedades

1) D,(t) é par, continua e 27 -periddica.
Realmente. como o ntcleo de Dirichlet ¢ a soma de fungdes pares, continuas e 2m-

periddicas, entdo a propriedade cumpre-se;

1
2) D,(0) = 3 +n;

m

3) ;—/Dn(t)dtzl.

Esta propriedade advém do facto, que

%/WDn(t)dt /( +Zcoskt)

=T

/dt+Z/cosktdt =1,

sin (n+ 3}t
2

— matemadtico alemao

8 Johann Peter Gustav Lejeunne Dirichlet (1805-1859)
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14 t
Multiplicando D,(t) por 2sin 3 (sin 3 # 0):

t t t t
28in-2—Dn(t) =sin§+2005tsin§ +---+2czosntsin§ =

= sl t+s’n3t sint+ + sin n—i—1 t — sin ! t = sl —I—1 t
—5111212 5 5 n2-1nn2.

Fazendo em (1.17) a substituicdo ¢ — z = {, resulta que a n-ésima soma parcial pode ser

apresentada na forma do integral de Dirichlet:
1 m
5.(0) = 1 [ 7¢+aDul0) .

Teorema 3. Sejo ¢(x) wma fungdo integravel em [a,b]. Entdo,
b
lim [ &(z)sinnzdz = 0.

n—o0
a

Demonstragdo. Suponha-se que ¢ € Cj,;;. Ento,

=00

b b
lim /¢(:E) sinnrdz = lim _%/qﬁ(:c)dcosnsc =

e T

8
— Lm _ ¢(z) cosnz
i n—r00 mn

b
b
1
+Hf¢’($) cos Nz dz

O limite da primeira parcela & direita é igual & zero, pois o limite do produto duma sucessao

limitada por um infinitésimo é um infinitésimo [1]. Para o segundo integral basta mostrar que

_ ¢'(x)cosnz . e, - .
a expressao ————— converge uniformemente, o que permitird fazer a transi¢do do limite

n
sob sinal do integral. Realmente,

&' (z) cosnz
sup | ———
(a,b]

— 0, n-— o0,

i

dai que existe convergéncia uniforme. Portanto,

b

b
! I
lim f ¢'z)cosnz / lim &l@)cosnz o (1.18)
T

kA de ] n—oc T
i

i
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Contudo, pelas condigoes do Teorema 3, a fungio ¢ € Li,,. Sabe-se que o espaco Clay ¢

totalmente denso em L, ;; daf que existe uma funcdo (6], 3], [9)], (10} ¢e € Cj,y tal, que:

b

[ 16(2) — de(z)|dz < /2. (1.19)

a

Assim,
b

b
/¢($) sinmz dz| = /[‘f’(fﬂ) — Be(z) + ¢e(z)] sinnz dz| <

a

b b
< [ 16@) - ¢etollda+ | [ du@)sinnz e

A primeira parcela a direita, devido & (1.19), é menor que £/2; a segunda parcela, devido a

(1.18), tende para zero. O teorema estd demonstrado. W

-+ [ e+ oD ac

onde D,(z) é o nicleo de Dirichlet. Entao

sn(w)—f(x)=§ff(c+x)Dn )dC ~ fo fD

Viu-se antes, que

f[fC‘*‘ﬂJ (z)]Dn(¢) /qb sm(n+ )CdC-—H] n — 00.
Aqui,
e f(C+$)_f($) ¢
¢(<)d:f ¢ .sing'

2
Teorema 4. (Condi¢do de Dini’para convergéncia pontual).

Suponha-se que cumprem-se as seguintes condigdes:

1) f(z) é uma fungio somdvel em [—m, 7],

TUlisse Dini (1845-1918) — matematico francés
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)
2) ¥ § >0 eziste o integral f ‘f(( + 372 - f(=z)
-6

d¢, = estd fizo.

Entio S,(z) — f(z) pontualmente.

Demonstracgio. Segundo a condigio 2) do Teorema 4, a fungao

f{+z) - f(=z)
¢

é somavél. Sendo assim,

Su(a) — 1) = 5 [17(6+2) = F(NDul0)dC =

:%/qﬁ(()sin(n—}—%)gdg—ﬂ), n—co. B

Veja-se agora a questdio concernente & convergéncia uniforme da série de Fourier segundo o
sistema trigonométrico. Suponha-se que f(z) ¢ uma fungao continua e seu periodo é igual a

27 . Decompondo esta fungio na série de Fourier tem-se

o0
b f(z)} ~co+ Z(Ck coskz + sgsinkz), z € [-7, 7| (1.20)
L, k=1
Facilmente se pode notar que {1.20} é majorada pela série numérica
o0
leol + > _{leel + Isk]); (1.21)
k=1
pelo critério de Weierstrass®[6], [8] (sobre convergéncia uniforme duma série funcional) tem-se
que a série {1.20) converge uniformemente, dai que pode-se diferencid-la termo a termo:
. o0
';1; fl(z) ~ Z(A" coskz + Bysinkz), € [—m, 7). (1.22)
y k=1

Os coeficientes Ay ¢ By, da série (1.22) obtém-se através dos coeficientes ¢ e s; da série (1.20).
Sabe-se, que

T

ckdér1/f(:c)cosk:r:dmzkiﬂ[f(:c)dsink:c:

K

8Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) — matemdtico alemao

Ny
A .
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1 _ (1 T _ 1
—k—?r(f(;r:)smkcﬂ_,r ff(a:)smk:z;dz:)- . Trff(:zz)slnls:z;ﬂl:l: = EB’“

isto é,
By
= —?"_. (1.23)
De modo similar obtem-se
A
Sk = Tk (1.24)
Ao fazer-se a integragdo usou-se o facto que f(z) é uma fungdo 2m-periddica e, portanto,
f(m) = f(=m).
Escrevendo a designaldade de Bessel para a série (1.22) tem-se
oo
> (1A +1Bif?) < /f” z)dz <oo, fe€Ll, . (1.25)
k=1

Colocando (1.23) e {1.24) em (1.21) gera

o0
[Bxl |, |4
|Co|+;( R (1.26)
Antes de avaliar (1.26), veja-se a seguinte desigualdade:

. 2
1
05(;1—1) =A2—2—A-+—=>-%(A2+i)2%; (1.27)

n n n? n?

pegando a série numérica (1.26) e com base na desigualdade (1.27) tem-se

I+Z(|B'c l"')_l |+ 5 Z(IBk12+$)+(|Ak|2+$):

k=1
1o = 1
= Jeol 45 Y (Bl +14x) + 3 55 <
k=1 k=1
pois a série i (|Bi|? + | Ax[?) converge devido & (1.25); pelo critério integral [2), fcilmente se
k=1 i
mostra que a série Z 7 também converge.
k=1

Viu-se, deste modo, que a série majorante converge. Entao a série funcional (1.20) converge

uniformemente. Fica deste modo demonstrado o seguinte teorema.
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Teorema 5. (Condigdo de convergéncia uniforme)

Suponha-se que se cumprem as condigbes seguintes:
1) f(z) € Cl=n,n, 27 -periddica;
2) f'(z) é secciondvelmente continua em [~m,7].

Entéo, a série de Fourier, para f{x), converge uniformemente no intervalo [-m,#]. B

1.5 Somas de Cesaro

o0 n
Seja. z"un(:c) uma série funcional e Zuk(:z:) a sua n-ésima soma parcial. A expressao do
n=1 k=1
tipo
dif Sl(CE) + -+ Sn(IC)
T

O,(z)

chama-se soma de Cesaro® [11]. Suponha-se que

[e0]
€o + Z:(c,c coS k& -+ S sin kx)
k=1

é a série de Fourier gerada pela fungio f(a:) e

Su(z) =co+ Y {ckcoskz + s sin k)
k=1

a sua n-ésima soma parcial. Tendo em considera¢@o a representagao
1 w
5:(0) = 7 [ ¢+ DO,

compde-se a soma de Cesaro:

On1(z) = ntl =n+1k=0 k(z) =
1 a1 1/ 1 <
=H—Hg;/f(6+$)Dk(C)dC=;/f((+$)n+1kzﬂ MO i =

®Ernesto Cesiro — matemaético italiano
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‘ 1 r
b _ = P F(¢+2)@a(C) d, (1.28)
h onde
dof 1
¢ = D
)% 5 > D)
é o niicleo de Fejér!® [8]. Reescrevendo o niicleo de Fejér tem-se
R 1 —sin(k+ )¢
®a(¢) = Dy(¢) = : 2= =
n+1 ; n+1 ; 2 sin %
. _ 1 Zn: cos k¢ — cos (k + 1}¢ _1- cos(n + 1)¢ _ sin?(n + 1)% |
n+14 4(sin §)2 4n+1)(sin$)?  2(n+1)sin’$
O micleo de Fejér pode-se apresentar na forma compacta
. 2 g
sin®(n + 1)
() = ——— %, 1.29
©) 2(n+1)sin? & (1.29)

2

Ao fazerem-se estas transformagoes, de modo a obter o niicleo de Fejér na forma (1.29), teve-se
em conta o facto que

-3
oy

sin (k + £)¢ _ 2sin % sin (2k + 1)% _ cosk{ —cos (k4 1)¢
2sin% B 4sin2% 4sin2%

O nucleo de Fejér usufrui as seguintes propriedades:

4) /@n(g)dg _ /(Dn((j)dc 50, n—ooo, 6>0.
— 5
1%Leopold Fejér (1880-1959) — matemético francés

N
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As trés primeiras propriedades sdo evidentes. Veja-se a iltima. E claro que

]6<I>n(€) d¢ = ]‘I’n(C) dg,
Zn 3

para tal basta fazer a mudanca ¢ = —6 e ter em consideragao o facto, que ®,(—¢) = @,(¢).
Mostremos que essa integral tende para zero, quando n — co. Tem-se 0<é<(<m,entao
¢ _ 26 1

s
sin=s > — — < — =
2= 7 sin%‘Qtf

w2 1 il

<= =
sin®§ ~ 407 2(n+ 1)sin®§ ~ 8(n+1)67

2

=

sin?(n + 1)5 < 2
2(n+1)sin® § ~ 8(n -+ 1)5%

(1.30)

Assim, integrando (1.30) no intervalo [4, 7} gera

-0, n—ooo N

]r sin?(n +1)% & < (7w — &)
2(n + 1)sin®§ = 8(n+1)é?

Teorema 6. (Sobre a convergéncia das somas de Cesaro)
Suponha-se que f(z) é uma fungdo continua e 27 -periddica. Entao, O, (z) converge uni-

formemente em [—m,m} para a fungdo f(x).
Demonstracgao. Deve-se mostrar, que

Ve>0 IN(E):Vn>NE), Vzel-mr=[0,(z)- flz)l <e.
Tendo em conta que i—/@n(g) d¢ =1, entao

-

1 ks
f@) =2 [ H@9a0d, e lonal (1.31)
Deste modo, e devido s representagdes (1.28) e (1.31), tem-se

Ou(r) ~ £2) = = [ £+ D0a(0)d - < [ Flaon(C) i =
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_ %f[f(c +2) — f(2)]®a(C) dC.

Denote-se
Fol¢,2) & [f(¢ + ) — f()]@alC);

entao,

-8 é T
1 1 1
1 [Renast [Reows [ R

- -5 §
Avalie-se cada um dos trés integrais. Veja-se o primeiro integral
-6
hg/ﬂ&ﬂ%
-
Sabe-se que f(z) é continua num intervalo fechado, portanto ela é limitada, isto é, existe

M € R tal, que |f(z)] < M para qualquer z € [—,7]. Assim, para qualquer &' = BN 0,
T

)
uusmwf@40a<ff.

Aqui usou-se a propriedade 4) sobre o micleo de Fejér. De modo anélogo, para o tltimo integral
m

I o /F"(C,:n) d( tem-se
g

!

em
PESTYENGESES
[
é

Avalie-se o segundo integral I © / F,(¢,x)d¢. A funcdo f(zx) é continua num intervalo

=5
fechado, entdo ela é uniformemente continua segundo o teorema de Cantor''{2], isto €,

Ve>036>0: Vo' e€l-m7]: | — 2" <d=|f(z) - f(z")] <e.

1 Moritz Benedickt Cantor (1829-1920) — matemético alemao
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Assim S

g e'n
I — { ®,.(C)d —
nl<5 [eucac< S
=6
Entao,

f f

f
10n(z) ~ f(z)| = |L + L + L] < |I| + |I] + | < (%+§+ 3) r=cr=c. B

1.6 Sistemas ortogonais para o caso de duas varidveis

Suponha-se que no plano ¢ dado o rectangulo
def 2
R={(zy)eR :a<z<bh c<y<d}
e nele estd definido o sistema de funcdes continuas

{¥n(z,9)}2l0, (2,9) €R? (1.32)

diferentes de zero. Diz-se que o sistema (1.32) é ortogonal em R se

b d
/f%(w,y)wm(x, y)dzdy =0, m#n.

A norma da fungio ¥, (z,y) ¢ definida pela férmula

[l = j/dwfn(w,y)d:ﬂdy-

a c

O sistema (1.32) diz-se normado se [|¢%,]| = 1, n = 0,1,2,... Qualquer fun¢io f(z,y) in-

tegravel em R decompde-se na série de Fourier

x y) ~ chwn(%yL
n={

/bjfwywn:ﬂydmdy

onde

Cp =

b d
/fw (z,y) dzdy
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1.7 Sistema trigonométrico fundamental. Série dupla de Fourier

As funcoes

1, cosmz, sinmz, cosny, sinny,..., (1.33)

COS Mz cosny, sinmzxcosny, cosmzrsinny, sinmrsinny,...,
m,n = 1,2,... formam o sistema trigonométrico fundamental para o caso de duas
varidveis. Cada uma das func¢oes do sistema (1.33) tem periodo 27 para z e para y. Es-

tas funcgoes sdao ortogonais no quadrado

ol (z,1) eR*:=n <z <wm, -w<y<n}

Na verdade: .

/1-COSmrzd:r,dy:/dy/cosm:cd:c=0,

-

m

fl-sinma:d:cdy:/dy/sinma:d:v=0,

-

kid
/ 1 - cosmz cosny cosrz cos sy dzdy =

-

m m
=/cosma:cosm:dz:/cosnycossydy=0, m#r, n#s.

Os coeficientes de Fourier calculam-se segundo as férmulas

ki ™
1
Q. = ;//f(m,y) cos mz cos ny dzdy,

-T -7

1
bmn = ?f/f(:c,y) sin mz cos ny dzdy,

w—T

1
Cmn = —,zf/f(x,y) cos mz sin ny dzdy,
T

—R" —T

T
1
A = —2/ff(:z:,y)sinm:z:sinnyda:dy.
m
-7 -7
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A série de Fourier, gerada pela fungdo f(z,y), tem a forma [7]

o o0

i flz,y) ~ Z Z Orrin (Grn COS ME COS TY + by I M COS NY+

m=0 n=0
+Cmn COS TE SIN MY + dypp SIN M SN NY),
onde
1/4 , se m=n=0,

On=2¢ 1/2 , se n=0 ou m=0, n>0,

1 , se m>0, n>0.




Capitulo 2

Funcoes de Bessel

2.1 T'—funcao

A fungdo Gamma [13] ou integral de Euler'de segunda espécie define-se (para p > 0)

segundo a férmula
= o]
I(p) = /a:p_le’I dz. (2.1)
0

O integral na parte direita de (2.1) é impréprio no limite superior de integragao e para p < 1é
também impréprio no limite inferior de integragdo. A convergéncia de (2.1), para p > 0, estd
garantida. Integrando (2.1) por partes obtem-se

+oo

oQ
Lip+1)= /mpe_x de =1p / " le™® dx = pl'(p),
0

isto ¢, I'(p+ 1) = pI'(p). Entao,
Tp)=p-Ulp-1)=@E-NEp-29Fp-2)==

={p-Dp-2)--@p-kTPE-k), k<p

Para p = n natural tem-se
n+1)=n!

1 Leonhard Euler (1707-1783) — matemdtico aleméo

29
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A substitui¢io z = t? gera

+00 +o0
['(p) = [e'z:l:p_lda::i’/e_tzth"ldt.
0 0

. 1 . .
Entdo, para o caso particular p = 3 obtem-se o integral de Poisson?

+oo

F(%) =2/e"‘2dt=\/7_r.

2.2 Equacao de Euler-Bessel

Chama-se equagdo de Euler-Bessel [14] 4 equagao diferencial ordindria de segunda ordem
22y +zy + (2 —pPly =0, (2.2)
onde p ¢ constante (p chama-se indice da equagdo (2.2)). Sendo (2.2) uma equagio linear,
entdo o seu integral geral pode ser escrito na forma
y(z) = an(z) + eaya(z),

onde 1; e yo sdo duas solugdes quaisquer de (2.2) linearmente independentes, ¢, e ¢; sdo

constantes arbitrarias.

2.3 Funcoes de Bessel de primeira espécie com indice positivo

Seja p > 0 e faca-se a substituigao
: y= 2Pz (2.3)
Assim
y =pzPlz + Pz y” =p(p—1)z" %z + 2pzP'z2 4 P2

Colocando (2.3) em (2.2) obtem-se para z a equagao

" 2 ].f
2+ p: 2 4z=0. (2.4)

2Siméon Denis Poisson {1781-1840) — matemadtico francés
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A solucdo de (2.4) procura-se na forma duma série de poténcias

o0
Z= E Cnx™.
n=0

Colocando esta série em (2.4) tem-se

2 1
Pt ¢ + [2c2 + (2p + 1)2c0 + &) + {2 - 3¢5 + (2p + 1)3cs + eifa+

+[3-4-ci+ (2p+ 1M e+’ + -+ [(n+ (n+ 2ensat
+(2p + 1)(n+ 2)cnya + cuJz" + - = 0.
De modo a satisfazer a equacdo impde-se que os coeficientes, para as diferentes poténcias de z,
sejam iguais a zero. Assim, ¢; =0,

(n+ D(n+2)cpa + (2p+1)(n+ Depp2+en=0 n=0,1,2,... (2.5)

Daqui conclui-se, que

Cn

) =0,1,2,... 2.6
n+2){n+2p+2) " (2.6)

Cﬂ-l-? = _(
De (2.5) e (2.6) obtem-se

c=cg=c =" =Cm1="=0,

Co Co Co

Cy = — 00— Cy = — =

@p+2) 1 42p+4) 2-4(2p+2)(2p+4)

e, de modo geral,

(‘Umzzm.l.2.31--m(p+1)(P+2)"'(P+m).

Com =

Deste modo a solucio da equagdo (2.4) é dada pela série

o0 (_1)m$2m
z=Co+COmZ=1 22m.1.2...m{p+1) p+2)---(p+m)’

onde ¢, é uma constante arbitraria. Com ajuda do critério de d’Alembert®[2] verifica-se facil-

mente que esta série converge, quaisquer que sejam os valores de z. Como a diferenciagdo termo

3Jean le Rond d’Alembert (1717-1783) — matemadtico frances
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a termo é permissivel (dentro do intervalo de convergéncia), entdo z é realmente a solugdo da
equagio (2.4). A solugdo de (2.2) serd

Yy =co+Co i C1rer . (2.7)
£ 2tm.1.2--m{p+1)(p+2)---(p+m)

Habitualmente considera-se

1
T 2T+ 1)
1 — . - rd a
A série (2.7), para ¢ = m, chama-se fungdo de Bessel de primeira espécie com
indice p > 0 e denota-se por Jy(z). Tendo em conta que '(m + 1) = m!, T(p+m+1) =

(p+m)(p+m—1)--(p+1)(p+1), entdo

-\ (=)
Jplz) = ngo T'(m + 1)F(;) +m+1) (28)

Em particular, para p = 0,

00 1ym{z\2m
epara p=1

D) = 32

! !
= mi{m+1)!

2.4 Fungoes de Bessel de primeira espécie com indice negativo

Se em (2.7) fizer-se a substituigdo p = —p tem-se

B i
I-pl@) = mz;; Pim+1)I(-p+m+1) (2.9)

Tendo em conta que para p inteiro e m = 0,1,

,p—1 aexpressaoc —p+m-+1 toma valores
inteiros negativos e zero, entdo I'(—p + m + 1) = oo e, por isso, 0s termos respectivos na série

(2.9) consideram-se como sendo negativos. Assim, para p inteiro,

oo

J_p(z) = Z ¥ (-1)"{F)""

= Tim+ DI (-p+m+1)
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e colocando m = p + k obtem-se

s - , 00 (rl)k(%)pﬂk B )
J—P(m) - (_1) ; F(k‘ + l)f‘(p—i- k + 1) - ("1) Jp(m)

e

As férmulas (2.8) e (2.9) podem ser agrupadas numa so:

l: Jp(z) = Z

0

(=1 (gy

T(m+ 1D)T(p+m+1)

2.5 Nicleo de Vallée Poussin

No capftulo 1 falou-se sobre os nicleos de Dirichlet

_sin{n + 3)z

D,(z) = —
2sin 5
e Fejér
sin?(n + 1)%
P, (z) = 2., 2.1
@) =sm 1) sin? £ (2.10)
Veja-se a soma
1 ntk—1
Voi(z) = % Z Dy(x).
l=n
Facilmente se deduz que
n n
Voula) = (1 + E) @i (8) - T2omr (2). (2.11)
Com efeito:
1 ntk—1 Wi n—1
: Vnk':?ﬂ' Z D;(&’}):E (Z D[(I)—ZD,!(QS)) =
i=n =0 =0
1 n+ k n+k—1 n—1
—— D _ —
k (n—i—k ; tz) ;D‘(m)
1 k nt+k—1 n n+k—1 n—1
_E(n+k > Dy )+—ﬂ > t(iﬂ)—zDz(ﬂc)) =
=0 =0 1=0
ntk—1 n+k—1 n—1
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n n n T
E(I)n-i-k—l(x) - E@n_l(l‘) = (1 -+ “E) q)n+k—1($) — ?c-@n_l(:c).

A soma V;, 1(z) chama-se micleo de Vallée Poussin®. Colocando (2.10) em (2.11), e apés

= (I)n-Hc—l (IE) +

algumas simplificagdes, obtemos o nicleo de Vallée Poussin numa forma compacta:

Vu(o) sin®(n + k)% — sin® ng
T) =
m 2k sin? £

(2.12)

Para o caso particular quando k =1 tem-se V,,,(z) = Dy(z) eparan=0,k=n+1

Os nucleos de Dirichlet e Fejér ndo sdo nada mais nada menos do que casos particulares do

nicleo de Vallée Poussin [8].

2.6 Soma de Vallée Poussin

Seja f(z) uma fungio integravel em [—m, 7). A expressio

n+k—1

O, 4(2) :% S S (2.13)

chama-se soma de Vallée Poussin para a funcio f(z). E facil verificar que as somas de

Fourier e de Fejér sao casos particulares. Realinente,
On1{z) = Sn(z), Bopy1(x) = Op(z).

Anteriormente viu-se que

S.(0) = 1 [ F(C+0)Dulc)de. .14

Colocando (2.14) em (2.13) tem-se

n+k—1 m

Ousla) =1 3 = [ FC+a)Di(C) e =

“Charles Joseph de la Vallée Poussin (1866--1962) — matematico francés
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) g n+k- . 1'r
= 'n’/ C+rr, [Z D[ =;/f(§+x)vn,k(g)dc (215)
Tendo em conta (2.12), entdo (2.15) serd
sm (n+ k)5 —sin®ns
Oni() = 2kn /f st% &
m
2.7 Avaliagao do integral / |V (2)] do
—r

Neste paragrafo investiga-se o comportamento do integral

/ Vi e(2)] ds

em relagdo & variagdo dos pardmetros n e k. Para tal demonstrar-se-ao alguns teoremas

auxiliares, que serdo usados posteriormente na referida avaliagao.

Teorema 7. Sejam f(z) e g(z) duas fungdes definidas em [a,b], f(z) é simétrica em relagdo

b - Id I I
ao ponto et , isto 6, fla+b—zx) = f(z) e é crescente em [a, (a+b)/2]. Suponha-se, também,

que g(z) € diferencidvel em [a,b] e g (z) > 0.

Entao € justa a desigualdade

[f dmsb_a/f f dz.

Demonstragao. Fazendo z = ¢ + b — ¢ no integral

j f(z)g(z) dz

{a+b)/2

¢ mudando novamente ¢ para z tem-se

b (a+b}/2

[1e@in= [ @) de+ / fla

a a {at+b)/2
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(a+b)/2 (a-+b)/2
f f(z)g(z) dx + f fla+b—zx)gla+b—z)dz =
(a+b)/2 (a+b)/2
= [ s@u@ds+ [ farb-alglar—s)ds -

a

(a+b)/2

F(@)[g(x) + gla + b — 2)]dz.

a

C o g ~ a+b
Aqui explorou-se o facto que f(z) é simétrica em relagdo ao ponto
Fazendo h(zx) =

(z) + g(a+b—z) e tendo em conta que ¢ (z) é crescente e z < a+b—z

quando z € [a, (a+b)/2], entdo g (z) < g'(a+b—x). Portanto h'(z) < 0 e h(z) é decrescente
em [a, (a + b)/2]. Segundo o teorema de Tshebishev

(a+b)/2

(a+b)/2
f _b—a / f(z fh(:a:)da:z

— f f(z) da f o) ds. ®

Coroldrio 1. Seja m — 2 um numero natural e h = —

T -
= —. Fntao
m
nf2 /2
| sin mz 2 dz
. | dr < — | —.
sin 7 J sinz
h

h
Demonstracgao. Se m for par tem-se

2 g] - El[kh, (k+1)h)

e quando m {or impar

m—=3

[h, %] - O[kh, (k+ 1)k U [mT_lh

SE

_h} |

k=1

SPafnutii L'vovitsh Tshebishev (1821-1894) — matemdtico russo
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1
Em cada intervalo [kh, (k + 1}h] as funcbes |sinmz| e P satisfazerm as condicbes do teo-
inz

N rema anterior e, no segmento [A(m — 1)/2, hm/2], satisfazem as condigdes da desigualdade de
Tshebishev. Além disso,
(k+1)h
% / | sinmz|dz = %
kh

Adicionando as desigualdades o corolario fica demonstrado. W

Teorema 8. Se k — 1 for um nimero natural e z € (0,7/2], entdo

|sinkz| ksinz
< .

sinx T

Demonstragdo. Tendo em conta a desigualdade

2
sinz > ?:E, z €[0,7/2]

. sinz .
e sabendo que a fungdo —— decresce no intervalo (0, 7] tem-se
T

sin kx T sin kx < T sin 2z b g < 1
= . : =ctgz < —,
ksinz sin’z  kz ~ sin’z 2z & T
‘ se £ € (0,7/k] e
<] | sin kx| 1 1

ksin’s = A2 k@ w /e o
se g € (m/k,n/2]. A

Teorema 9. Sejam n+ 1 e k dois nimeros naturais. Entdo,
r 4 n
J= | WVa k()] dt < = 1n (”E) 17,

Demonstragao. Tendo em conta a paridade da fungao integrante, a identidade
sin’ A — sin® B = sin(A + B)sin(A — B),

t
e fazendo a substituicdo 3= z, tem-se

w2
J= 2 /‘|sin(2n+k)a:sink$| .

Tk

sin® z

0
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m .
Suponha-se que & > 1. Colocando m = 2n+ k, h = — e escolhendo um nimero inteiro
m

r tal, que rh < % < (r 4+ 1)h, entdo (r + 1)h < g Divide-se o integral J pelos intervalos

[0,R), [k, (r + 1)/A], [(r + 1)/h,7/2]. Com base no Teorema 8, no intervalo (0,7/2] é justa a

desigualdade
| sin kz |

ksin®z

Assim sendo

h
|sm (2n + k)z sin k:n| sinmz 2.
T < ~ dz = —Siw,
sin’z T T ™
0
- . sin
onde Siz = / ——-t—-vdt ¢ o integral-seno;
0
) (r+1)/h . . . (r+1)/h . (i+1}hd
sin(2n + k)zs sinmz 2
5,=2 / | sin( )z sin -’B|$<__ f d$=—Z/—$.
T sin’ T T T 4 T
h h =1 gy

Pelo Teorema 7

ih ih in ih
Deste modo
(r+1)h
4 dr 4 4 n
<= / == S+ < Fan(l-i—E).
h
Para o integral no segmento [(r + 1)/h, 7/2] aplica-se a desigualdade de Cauchy-Bunikovskil:
, : 1/2 w2 . 1/2
n
<2 /sn‘lzma:dw /‘SI‘QIdx
R wk sin“zx sin“ x
P (r+1)}h w/k

Divide-se o primeiro integral pelos segmentos [ih, (i + 1)h] e aplica-se para cada uma das

partes o Teorema 7. Somando as desigualdades obtidas tem-se

w2 /2

/ sinzmxdx<1 / 1 d'c<lct T k
sin® -2 sinfz — 2 gk or

(r+1)h {(r+1}h
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De modo andlogo

Assim, J3 < 7~2. Consequentemente,

4 .9 4 1 4
J=J1+J2+J3<—1n(1+-73)+—Sin+—1n2+—<—1n(1+9)+1.7. n
2 k s 72 e 2 k




Capitulo 3

Método de funcoes proprias e suas

aplicacoes

3.1 A esséncia do método

Muitos problemas da fisica-matematica sdo descritos matemdaticamente através de equagdes
diferenciais com derivadas parciais. Por exemplo, o problema sobre a oscilagdo duma corda é

dado pela equacao

&u(z,t) Ou(z,t) 0*u(z,t)
p(m)——a:C?— + T(m)T + q(z)u(z,t) = Y (3.1)
o problema sobre transmissio do calor é dado pela equagao
?u(z,t) u(z,t) _ Ou(z,1)
pz) 502 + r(m)-aT + g(z)u(z,t) = TR

As fungdes p(z), (z) e g(z) sdo continuas em [a,b] C R'. Suponha-se que pretende-se achar

a solugdo u(z,t) da equagdo (3.1) definida na regiao
QY {(z,t)a<z<b 0<i<+00},

que satisfaz as condigbes de fronteira

{ ayu(a, t) + fu(a,t) =0,

V1€ (0, +00), (3.2)
au(b, t) + Boul (b, t) =0,

40
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e as condigdes iniciais

{ w0 =1y (33)

ui(z, O) = g(:r),
Aqui, o, az, B1 e [ sao constantes tais, que
af + Bf #0,
af + 63 # 0,
f(z) e g(z) sdo fungdes continuas em [a,b].

Procura-se a solu¢io de (3.1) na forma de produto de duas fungoes, uma dependente somente

de z e a outra dependente sémente de ¢, isto é,

u(z,t) = X ()T (t). (3.4)
Colocando (3.4) em (3.1) tem-se
) ZXOTO 4y 2K o x(ayr = ZXETE
= p@TOTE 4 ()T + @) X @T() = x@?X @)
Dividindo (3.5) por X (z)7'(t) (X (z)T(t) # 0) obtem-se a relagio
p(@)X"(x) + (2 X'(3) + (&)X (z) _ T() a6

X(z) T(@t)
Em (3.6) a parte esquerda depende s6 de = e a parte direita depende s6 de ¢, dai que esta
igualdade seja possivel s6 quando estas relagoes sdo constantes, isto é,

p(@)X"(z) + r(@)X'(z) + q(z) X (2) _ T"(1)
X (=) T(t)

= —A,
A é constante. Daqui obtém-se duas equagdes lineares diferenciais ordindrias de segunda ordem

p(z) X" (2) + (@) X'(3) + 9(@) X (x) = ~AX (2), (3.7)

T" (t) + AT(t) = 0. (3.8)
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Para que a funcio u(z,t) = X(z)T(f) satisfaga as condigdes de fronteira é necessario e
suficiente que a fungio X (z) satisfaga as condigdes de fronteira
0,X = X(a)+ 5 X'(a) =0,

X = CdQX(b) + ﬁgX’(b) =1.

(3.9)

A equagdo (3.7), juntamente com as condigoes (3.9), chama-se problema de fronteira. Ao
valor de A, para qual o problema de fronteira tem solugdo ndo trivial chama-se valor préprio
e a solucdo correspondente chama-se funcdo prépria [14].

Veja-se a equagdo (3.8): compondo a equagio caracteristica para o valor proprio A = Ay

(vamos supdr A, > 0) tem-se
K2 A, =0 = k = +iv/ A
A solucdo correspondente & A, tem a forma
T, (t) = A, cos \/)\_,:t + By sin \/X,:t, (3.10)
onde A, e B, sdo constantes. Cada funcao da forma
un(z,t) = Xo(z)Tu(t), n=01,2,...,

onde X,(z) é a fungdo prépria correspondente ao valor préprio A, em (3.7}, serd a solugao
do problema (3.1), que satisfaz a condigao de fronteira (3.2). Procura-se a solugio de (3.1) na

forma duma série do tipo

u(z,t) = 3 _un(z,t) = > Xal2)Ta(2): (3.11)

Se a série (3.11) converge e admite derivadas de segunda ordem termo a termo em relagio a z

e ¢, entdo colocando (3.11) em (3.1) é ficil verificar que esta série é a solugdo. Realmente,

5 (i Xn(:z:)Tn(t))

p(z) 9 +

8 Xo(@)Tlt) 5 (i’f Xn(mn(t))

() 2= +4(2) Y Ko@) Talt) - —2 75 =

oz
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@) %a@’rn(t) +r(z)y a)f,;m(“’) To(t) +4(2) ) Xa(@)Ta(t) = D Xala) i g;f” =

=Y (r0 53221, 0) 1 B0 + e Xl T) - X)) =

=3 (0 T+ 0w lounte) - H2 ) <o

n=

porque u,(z,t) é solugdo de (3.1) dai, que a soma serd igual & zero. Também, como cada
parcela na série (3.11) satisfaz as condigdes de fronteira (3.11), entdo a soma da série deverd
satisfazer (3.2). Além de satisfazer as condigdes de fronteira, a solugao devera satisfazer as

condigdes iniciais {3.3). Para que isto se verifique é preciso impor

4

u(@,0) = > Xa(e)Tn(0) = f(a),

n=0

. (3.12)
Ju(z,t X, .
@O 2 X @7 0) = o(a).
at t=0 n=0
oo
Pode-se constatar que em (3.12) a série Z T.(0)X,(z) e a série ZT ) sdo as decom-

n=0 n=0
posicdes de f(z) e g(z), respectivamente, segundo as fungdes préprias X,(z).

Colocando (3.10) em (3.12) tem-se

f@) = Y AnXa(a),

n=0
(3.13)
g(z) = Z_:O BV A Xn(z).
7 Comparando (3.12) com (3.13) obtem-se
T.(0) = A,
,( ) (3.14)
T.(0) = B/,

As operacoes efectuadas com a série (3.11) basearam-se no facto de se ter feito a suposicao que

ela é convergente e duas vezes diferencidvel termo a termo segundo z e f, consequentemente

os coeficientes A, e B, deverdo garantir o cumprimento desta suposigao.
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3.2 O problema de Sturm-Liouville

Sejam p(z) e ¢(x) duas funcdes da classe C[la,b] e Claz), respectivamente, e suponha-se que

p(z) > po > 0 em [a,b]. Considere-se o problema

Au =)y, zx¢€ [a,bl]

lou=0, (315)
Ebu = 0.
. adef  d d def : def r .
Aqui, A = — p(:c)E:E +q(z), fyu = aqula) + Biu (@), bu = aou(d) + Bou (b) e impde-

se, que a? + B # 0, ok + 82 # 0. O dominio D(A) do operador A é composto por fungdes
u @ [a,b] — R' da classe Cfa.b; e que satisfazem as condigoes de fronteira f,u = 0, fu =
0. Ao operador A, juntamente com o seu dominio D(A), chama-se operador de Sturm’-
Liouville?. Diz-se que o operador £ que actua de um subespago M C Lfa,b] em L% é simétrico
se

(Lf,9)=(fLg), Y[, geM.

Teorema 10. O operador de Sturm-Liouville é simétrico.

Demonstracdo. Deve-se mostrar a igualdade

(Au,v) = (u, Av), VY u,ve D(A).

b b b
(Au,v) = ]{—[p(m)u'(m)]' + g(z)u(z)}o(z)dz = — /[p(a:)u’(a:)]’v(a:) dz + fq(a:)u(x)v(:r) dz.

Integrando por partes o primeiro integral a direita tem-se

= /p(rz:)u’(:z:)v'(a:) dx —p(ac)u'(w)v(-’ﬂ)lﬂ-

a

! Jaques Charles Francois Sturm (1803-1855) — matematico francés
2Joseph Liouville (1809-1882) — matemético francds
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Em conclusao
(Au, v) / o) (2)v'(2) + g(@)u(@)v(@)] dz — p)u (B)u(b) + pla) (@u(a);  (316)

recorrendo as condigdes de fronteira tem-se aju(a) + Siv'(a) = 0, agu(b) + Sou'(b) = 0. Se

B1 = B = 0, o teorema esté logo demonstrado, pois u{a) = v(a) = 0 e u(b) = v(b) = 0 (v(a) =

v(b) = 0, porque v € D(A)). Suponha-se que 3, # 0, B2 # 0. Entdo v'(a) = —%ll-u(a),
u'(b) = —%u( ). Assim,
(Au,v) / o (21 () +9(6)u(e)o ()] do+ S0 (0) - Sp(aulalola) = (u, Av). W

Teorema 11. A cada valor préprio do problema (8.15) corresponde uma sd funcdo propria,

com exactidd@o até um factor constante.

Demonstragao. Suponha-se o contrario, isto é, para o valor préprio A correspondem duas
funcdes préprias ¢,(z) e ¢2(z), linearmente independentes. Assim, o determinante de Wronski®

composto por estas duas solugoes deverd ser diferente de zero, isto &,

$1(z) ¢i(2)
= ¢1(2)¢y(z) — 61 (2)da(z) £ 0, z € [a,l]. (3.17)
¢2(z) ¢(z)

Veja-se se (3.17) cumpre-se para, por exemplo, £ = a. Segundo a condi¢do de fronteira no
ponto a temos

ari(a) + fid(a) =

o162(a) + Biga(a) =
Este sistema tem solucio néo trivial, isto é, oy # 0, 1 # 0 se o determinante for igual & zero.
Isto contradiz a condicdo (3.17) o que mostra que @{z) e @(x) sdo linearmente dependentes.

3 Jésef Hoéne-Wronski {1778-1853) — matemaitico alemio
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Sabe-se que se um operador é simétrico entdo os seus valores proprios sao reais. Realmente
Au,w) = (Au,u) = (u, Au) = (u, M) = Mu, u) = (A - M(u,u) = 0.

Um produto é igual & zero se um dos factores for nulo. Aqui, (x, u) # 0, porque se fosse igual
4 zero, entdo u = 0, o que ndo pode, pois u é fungdo prépria correspondente ao valor préprio
A. Assim, resta somente afirmar que o outro factor A — A é igual 3 zero, isto é, A = X. Vamos
mostrar, na forma de um teorema, que as fungdes proprias, correspondentes & diferentes valores

préprios, sao ortogonais.

Teorema 12. (Sobre a ortogonalidade dus fungdes proprias)
Sejam ui(z) e uy(z) duas fungdes prdprias de (3.15) correspondentes aos valores proprios

A1 e Ao respectivamente, Ay # Xa. Entdo (up,ug) =0.

Demonstragao. Tem-se

Auy = My, Aug = doug;
A (11, u9) = (Auy, ug) = (ug, Aup) = Ao, uz) = (A = Ao)(ug, u2) = 0.

J& que A # Ay, entdo (uy,uz) =0. A

Diz-se que o operador £ é positivo se (Lu,u) > 0.

Teorema 13. (Sobre a posttividade do opemdor de Sturm-Liouville)
Se existe gy = qo[pg, — a,ay, 0z, B, B2, pla), p(b)], ¢(z) > o, entdo o operador de Sturm-

Liouville € positivo.

Demonstragao. Na igualdade (3.16) faz-se v = u. Entao

b
(Au,u) = [ pe)?(2) + o)) s + p(B)al(t) - Folanit(o) 2
Zpofu'ﬁ(m)mquf 2(2) dz — ap(b)u?(b) — Bp(a)u?(a) >

b

b b b
Zpgfu’2d$+q0[u2($) dz — ap(b) E/um(m) dz + ¢ [u%la: —

a
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—Bp(a) (E/bu’2 d:c+c£/bu2(m) dz | =

a a

b

= [po — ap(b)e — Bp(a)e] f 2)do -+ {ao = celop(0) + 6p(@)) [ (@) ds =

a

b

= {go — cclap(b) + Bp(a)]} / u?(z)dz > 0,

@

. . 1 1l o def Q@ del _
S ; CAqui e P —
se g0 > eop(d) + Bpla)]. Aqui, e E o, e F o o 5 S0 o

[ |
Facilmente se vé que sendo A positivo, entdo os seus valores proprios sdo positivos: 0 <

(Au,u) = A(u,u) => A > 0. Na demonstragio do teorema anterior usou-se o seguinte lema:

. Entdo ¢é

+

m | =

Lema 2. Suponha-se que para gualguer € > 0 existe uma constanie cgb

Justa ¢ desigualdade
b b
u?(zg) < s_[u’z(:r:) dz + cE/uz(x) dz, Vu€Cyy, Vo€lab).
Demonstragao.
vz /[u ()] dy = v(z) + /2u()()dys

b b

< u*(z) +5./ u'(y) dy-l—é/ug(y) dy.

a a

Integrando esta desigualdade no intervalo [a,b] obtem-se

(b — a)u?(zo) < g(b-— a)/bu'z(m) dz + (1 + u) /bug (3.18)

a

Dividindo (3.18) por b — a tem-se a desigualdade pretendida. W
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3.3 Séries de Fourier segundo suas fungoes préprias

Sejam
Xo(x), Xi(z), ..., Xul2),..., z€la,b] (3.19)

as fungdes préprias do problema de fronteira

[p(#) X" ()] + ¢lz)X (z) = —AX (=),
a1 X (a) + 51X (a) =0,
a X (b) + B X'(b) =0,

onde p(z) e g(z) sdo fungdes continuas em [a,b], p(z) é positiva e admite derivada continua
de primeira ordem. Sem perder a sua esséncia, e de modo a tornar o calculo mais simples,

supde-se que o sistema (3.19) é normado, isto &,

Entfio, qualquer que seja a fungio f(z) absolutamente integrével em [a,d], pode-se compdr a

série de Fourier

f(z) ~ > caXn(z), (3.20)

onde
b

cndéf/f(:c)Xn(a;)dm, n=2012...

a

Sdo justas as afirmagdes seguintes, que enunciaremos sem demonstrar 7], [8].

Teorema 14. Seja f(z) uma fungdo continua em [a,b], secciondvelmente diferencidvel e que

satisfaz as condigdes de fronteira

arf(a) + Bif'(a) =0,

o f(b) + Bof'(B) = 0. (3.21)

Entdo a série de Fourier (8.20) converge para f(z) de modo absoluto e uniforme. W
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As condigdes (3.21) podem parecer “artificiais”, mas recordando a origem do problema, e
considerando f(z) como o valor inicial de u(z,t), isto é, f(z) = u(z,0), entdo as condigdes
(3.2), para t = 0, conduzem & igualdade (3.21).

Seja f(z) uma fungdo secciondvelmente diferencidvel (continua ou descontinua). Entdo a

série de Fourier para f(z), segundo as fungdes proprias, converge em [a, b] e a sua soma € igual
flz+0)+ f(z-0)
2

a f(z) em cada ponto de continuidade, ou é igual em cada ponto de

descontinuidade.

Se o sistema de fungdes préprias (3.19) for completo, entdo tem lugar a igualdade de Parseval

/bfZ(m) dz = f:cﬁ

n=0
Qualquer funcio continua F(z) pode aproximar-se em média através duma fun¢io g(z) € Cfa,b]

[6], (8], [10}, que satisfaz as condigbes de fronteira (pode-se, por exemplo, escolher g(z) tal, que
g(a) = g(b} = g'(a) = ¢'(b) = 0). Seja

/ (F(z) — g(z) dz < /4, (3.22)

onde € > 0. Pelo Teorema 13 a série de Fourier, segundo o sistema (3.19), converge para g(z)

uniformemente. Isto significa que existe um polinémio
PH(I) = ang(I) + (I|X1 (.'II) +-- 4 aan(m‘) (323)

para o qual se cumpre a desigualdade

Daqui conclui-se que
/ [9(z) (z))* dz < /4. (3.24)

Com base na desigualdade (A + B) < 2(A% + B?) de (3.22) e (3.24) implica

[1F@) - Pu@P o = [1P@) - gla) + g(a) = Pu(o) do <
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b

< Qf[F(a:) — g(z))* dz + 2/[9(3:) ~ Py(z))Pdx < e

a

Deste modo demonstrou-se que qualquer fungao continua F(z) pode aproximar-se em média
por um polinémio do tipo (3.23). O método de fungdes préprias conduz a solucdo do problema
colocado no pardgrafo 3.1, se as fungdes f(z) e g(z) decompdem-se em séries convergentes
segundo o sistema de fungdes préprias ¢ os coeficientes A, e B, definidos em (3.14), garantem
a convergéncia da série (3.11), que admite derivagdo termo a termo até a segunda ordem em
relagdo as varidveis z e t. Além disso, independentemente do facto de se cumprirem ou nao
estas condigdes, quando o problema tem solugdo pode-se procuri-la na forma da série (3.11).
Por outro lado, este método frequentemente conduz a fun¢io u(z,t) que nio ¢ diferenciavel em
toda a regido. Claro que nao se pode considerar tal fungdo como sendo a solugao do problema,

no sentido exacto. Este tipo de solugio chama-se solugdo generalizada [12].

3.4 Oscilagoes livres duma corda

A equagdo matemadtica que descreve o processo de oscilagdo duma corda é

ulz,t) .2 O%u(z, t)

ot? dz? (3.25)

Conhecendo a forma e velocidade da corda no momento inicial ¢ = 0, pede-se para deduzir a
forma da corda em qualquer momento sabendo, por exemplo, que ela est4 fixa nos extremos
zr=0ezxz=1I

As condicdes de fronteira e iniciais, para este caso, sdo

:E?’;) :(? (3.26)
e
U(CL‘, 0) = f(x): (3 27)
au((;;, t) ~ - o) :
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respectivamente. Aplicando o método de fungdes préprias na resolugao deste problema, procura-

se a solugdo na forma. [14]
u(z,t) = X(z)T(t), (z,t) €[0,1] x [0,400). (3.28)

Colocando (3.28) em (3.25) e dividindo tudo por X (z)T(t) # 0
()  X'(z)

= = — )2
a*T(t) X(z)
obtém-se duas equagoes
X" (z) + X X(z) =0, (3.29)
T" (2} + a®A?T'(t) = 0. (3.30)
Colocando (3.28) em (3.26) tem-se
X({0)y=0, X()=0. (3.31)

Comega-se por resolver o problema (3.29), com as condicoes de fronteira (3.1.7). Compondo a

equacio caracteristica vé-se que a solugdo geral tem a forma
X(z) = ¢ cos Az + ¢z sin Az. (3.32)

Colocando {3.32) nas condigdes de fronteira (3.31) tem-se ¢, = 0 e j& que a solugdo nao pode
ser trivial impde-se necessdriamente que ¢y Z 0, por exemplo ¢; = 1. A segunda condigdo de
fronteira cumpre-se para os valores de A que satisfazem a equagio trigonométrica sin Al = 0.

Resolvendo esta equagdo obtém-se os valores de A
An=—, n=12 ...

, i P :
Deste modo para o valor préprio A, = - corresponde a fungdo prépria X, (z) =sin—, n =

1,2,.... Para A = \,, a equagéo (3.30) tem a forma

70+ (40) Tute) =,

cuja solugao geral €

anmit .oannt
i + B, sin T n=12,...

T, (t) = A, cos
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n ,
Portanto, para A = T a solugao é

anmt anwty . mTIT
sin n=12 ...

un(:c,t)z(Ancos l + B, sin l 7

Procura-se a solugio do problema (3.25), com as condigdes de fronteira (3.26), na forma da

série
oo

t ’
u(z, t) = Z (A cos anlirr + B, sin cw;*rrt) sin 272 (3.33)

[

n=1

Exige-se a satisfacdo das condigbes iniciais (3.27). Assim,

Ou(z, t)
ot

ZB ﬂsinm:g(m).

Pode-se ver que f(z) e g(z) se decompdem na série de Fourier segundo o sistema

{sinn—?m} .

Os coeficientes de Fourier sao

{
/ fla)sin nzﬁda: (3.34)
0

/g s1nmda: (3.35)
0

Deste modo, a solugdo do problema é dada pela série (3.33), onde os coeficientes A, e By,

se encontram segundo as formulas (3.34) e (3.35), respectivamente.

3.5 Oscilacoes radiais duma membrana circular

No sistema cartesiano o fenémeno de oscilagio duma membrana é descrito pela equagao

Pulz.t) _ (62u($,t) N agu(a;, t)) _ (3.36)

ot? dz* Oy
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Corno pretende-se fazer o estudo das oscilagdes radiais duma membrana circular, cujo o raio é

igual & {, introduz-se o sistema de coordenadas polares
r=rcost, y=rsinf

que transforma a equagio (3.36) para a equacao

Pulr,0,t) 5 [ %u(r,0,1) N 19u(r,6,1) N 1 &%u(r,0,t
ot? —¢ dr? r Or r?  06?

Como a oscilagdo ¢ radial, entdo ndo hi dependéncia do angulo 4 dai, que (3.37) toma uma

(3.37)

forma mais reduzida

ot? or? r or (3.38)

Considera-se que a membrana estd fixa na fronteira r = {, portanto a condi¢io de fronteira é

ulrt) _ (aﬂu(r, ) 19ulr t)) .

u(l,t) = 0. (3.39)

A forma e velocidade inicial da membrana, para ¢t = 0, sao descritas pelas condicdes iniciais

u(r, 0} = f(r)
aug;, 0 _ ).

Aplicando o método de fungdes préprias procura-se a solugéo do problema (3.38) na forma
u(r,t) = R(r)T(t). (3.40)
Colocando (3.40) em (3.38)
R(r)T"(t) = ¢* (R"(T)T(t) + %R’(T)T(t)) (3.41)

e dividindo (3.41) por R(r)T'(t) obtem-se a relacio

R'(r) + 1R/ (r) T _ 2
Ry @ (3.42)

Em conclusdo, de (3.42) geram-se duas equacoes:

i

R'(r)+ %R’(r) +A2R(r) = 0 (3.43)
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I

T (t) + (cA)*T(t) = 0. (3.44)
I claro que R(r) satisfaz a condigio de fronteira
R(l) = 0. (3.45)
Multiplicando (3.43) por r?
R (r) + rR(r) + X% R(r) = 0

vé-se que (3.43) é a equagdo de Euler-Bessel de indice p = 0 e pardmetro A. O seu integral
geral é

R(7) = c1Jo(Ar) + Yo (A7).

_ 2 . T pa(Ar)
Yo(dr) = \/msm (/\r - ;1-) + v

onde po(Ar) é limitada, quando r — oo, vé-se que Yp(Ar) ndo é limitada na vizinhanga de

Como

r = 0 dai, que coloca-se c; = 0. De modo a ter-se uma solugao néao trivial, impoe-se que

¢y # 0, por exemplo ¢; = 1. Entdo, segundo a condigio (3.2.12) tem-se
R(l) = Jo(M) = 0.
Resolvendo esta equacao obtem-se
o= Ml = M = £,
onde p, é a n-ésima rafz positiva da fungio Jo(p). Assim,
Ra(r) = Jo(Anr) = Jo (’—?r) , n=12...

A equacio (3.44), para A = A,, tem solugao geral

To(t) = Apcoschpt + BysincA,t, n=1,2 ...

Deste modo, a equagdo (3.38) tem solugdes particulares que satisfazem (3.39), na forma

up(r,t) = (A, coscApt + Bysined,t) o(Aur), n=1,2,...
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Procura-se a solucao do problema (3.38), que satisfaz a condigio de fronteira (3.39), na forma
da série
u(r,t) = Z(An €08 cAnt + By, sin cA,t)Jy(Ar). (3.46)

n=1
E claro que exige-se o cumprimento das condigées iniciais

= Ando(Aar) = f(r),

du(r,t)
ot

ZB cAndo(Aar) = g(7).

t=0
As funcdes f(r) e g(r) decompdem-se na série de Fourier segundo o sistema {Jo(Asr)}. Os

coeficientes de Fourier calculam-se pelas férmulas

i
2
Ao = T3 / r F(r)Jo(Aar) dr, (3.47)
1]
I
4
cl#nJl fin) / rolr (3.48)

0
Deste modo, a solu¢do do problema é dada pela série (3.46), onde os coeficientes A, e B,

calculam-se segundo as férmulas (3.47) e (3.48), respectivamente.

3.6 Oscilacao duma membrana rectangular

O fenémeno de oscilagdo livre duma membrana, no sistema cartesiano, é descrito pela

€quacao

Pulz,y,t) 5 [ 0u(z,y,t)  0%ulz,y,t)
T =cC ( 3232 -+ ay ) . (349)

Suponha-se que a membrana tem a forma dum rectingulo e o seu contorno é dado pelas

desigualdades
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Se a membrana esta fixa na fronteira, entio as condigdes de fronteira sao

,

(3.50)

N

A forma e velocidade inicial da membrana, para t = 0, sao descritas segundo as condigoes
iniciais
u(I) y’ 0) = f(m7y)?

(3.51)
Ou(z,y,0)

ot

Como se pode notar, a fungao u(z,y,t) depende de trés varidveis. Aplica-se o método de fungoes

= g(z,y).
t=0

préprias, onde u(z,y,t) procura-se na forma dum produto de duas fungdes, uma dependente

de z e y e outra dependente s6 de t, isto é,
u(z,y,t) = ®(z,y)T(t). (3.52)

Colocando (3.52) em (3.49)

2 2
Bz, y)T (1) = (8 Q;S;,y) + 9 %E;,y)) T(t)

e dividindo tudo por ®(z,y)T(t) obtem-se

¢ (z,y) + 822(2,;;) T" (t)
y -

Ax? - _ _)‘2
®(z,y) ?T(t) ’
portanto
82(1)(3;13}) a2¢($:y) 2 _
552 + B + M ®(z,y) =0, (3.53)
T (t) + EX*T(t) = 0. (3.54)

E facil verificar que a fun¢io ®(z,y) satisfaz a condigdo de fronteira

$(0,y) =0, P(a,y)=0, ®(z,0)=0, P(z,b)=0. (3.55)
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Procura-se a solucdo de (3.53), que satisfaz (3.55), na forma
&(z,y) = X(2)Y (y). (3.56)
Colocando (3.56) em (3.53)

X" (@)Y (y) + X (@)Y (y) + ¥X (@)Y (y) =0

e dividindo tudo por X(z)Y (y) obtem-se
X'(z) Y +NY(Q) _

el b —k?
X(z) Y(y)
donde tira-se
X' (z) + k*X(z) =0, (3.57)
Y'(y) + Y (y) = 0, (3.58)
onde
2= A2 — k% (3.59)
As equagdes (3.57) e {3.58) tém solugbes gerals
X(z) = ¢i cos kz + ¢y sin kx, (3.60)
Y (y) = c3cosly + cqsinly. (3.61)
Voltando para as condigdes de fronteira verifica-se que
X(0)=0, X(a)=0, (3.62)
Y{0)=0, Y({) =0. (3.63)

Os coeficientes ¢, e ¢, de (3.60) procuram-se utilizando as condigdes (3.62). Assim ¢; = 0,

¢ # 0, por exemplo ¢y = 1. Portanto X (z) = sinkz e tendo em conta, que

X(a) =sinka =10

obtem-se




58 Trabalho de licenciatura

De modo anélogo, para definir-se ¢; e c3 de (3.61) utilizam-se as condigdes (3.63). Tem-se que
Y{0) = ¢; = 0, portanto ¢; # 0, por exemplo ¢4 = 1. Assim, Y(y) = sinly. Considerando,
que

Y (b) = sinlb =0

e resolvendo esta equacgao trigonométrica acha-se

mnx

. mm . _ :
Deste modo, para o valor préprio k,, = — corresponde a func¢ao prépria X,,(z) = sin e
a
nm . .. nwy
para o valor I, = o corresponde a fungio prépria Y, (y) = sin T N&o se teve em conta os
valores de m e n negativos, pois eles ddo, com exactidio até um factor constante, as mesmas

fungdes préprias. Tendo em consideragio (3.56) e (3.59), para

= Apn = VEKZ + £2:7r\/—+

a equagio (3.53) tem solugdes particulares que satisfazem a condigdo na fronteira:

mmE | nwy
Sl —.

a b

D, (z,y) = Xpn(2)Y,(y) = sin
Para cada A = A, resolve-se a equacgdo (3.54) e obtem-se
Ton(t) = Appcos eApnt + By sincAnt, mn=1,2,...
Portanto, as fungoes

mrL . MY
smT, mn=1,72,...,

Umn (T, Y, 1) = (Amn €08 CAmnt + Bmn SN cApat) sin
a

sdo solugbes particulares da equacio (3.49), que satisfazem a condi¢io de fronteira (3.50). A
solugao sera apresentada na forma duma série dupla

7 sin % (3.64)

wlz,y,t) = z Z(Am" C0S CAmnt + Bmn Sin cAy,t) sin

m=1n=1 @

que para satisfazer as condigdes iniciais (3.51) exige-se o seguinte:

u(z,y,0 ZZA n SIN nmsin%g=f($,y),

m=1 n=1
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Ou(z,y,t)
ot

ZZB nCAm nsm m;'y g9(z,y).

=0 m=1n=1

As funcdes f(z,y) e g{z,y) decompdem-se nas séries duplas de Fourier segundo o sistema

. mTx nwy
sin Sin —= § .
a b

Entéo os coeficientes A, e By calculam-se do seguinte modo:

Apn = //f z, %) sin ML sin m;y dzdy, m,n=1,2,. (3.65)
e
a b
Bon = //g:t; Y) smwsmﬂdmdy, mmn=12,... (3.66)
c/\mnab b
D

Deste modo a solugdo do problema (3.49) é dada pela série (3.64), cujos coeficientes se calculam
segundo as férmulas (3.65) e (3.66).

3.7 Transmissao de calor num condutor

O fendmeno de transmissao de calor é descrito pela equacao

du(z,t)  ,0%u(z,t)
o " oz

(3.67)

Suponha-se que o condutor tem extremos z = 0 e z = [ e suponha-se, também, que na

fronteira a temperatura é igual a zero, isto é,
w(0,8) =0, u(l,t)=0

e a condigao inicial, para t =0, é
u(z,0) = f(z).

Aplicando o método de fungbes préprias procuram-se as solugdes particulares do problema

(3.67) na forma

u(z,t) = X ()T (t). (3.68)
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Colocando (3.68) em (3.67)

/

X(2)T' () = a2X" ()T (1)

e dividindo tudo por X (z)T(t) tem-se

= —)\2
a?T(t) X(z) '
Daqui tiram-se duas equages
X"(2) + A2 X(z) = 0, (3.69)
T'(t) + X T(t) = 0. (3.70)

Da equacao (3.69) tem-se

X (z) = ¢; cos Az + ¢y 5in AT

De acordo com as condicdes de fronteira X (0) = ¢, = 0, portanto ¢, # 0, por exemplo ¢; = 1.

Assim,
X(l)=sinAl=10

e resolvendo esta equagdo tem-se que os valores de A sdo

n
A= =1,2,
[
. nm 3 . . L
Para o valor préprio A, = R corresponde a fungao propria X, (z) = sin - "= 1,2,...

Para X = ), a solucio da equagdo (3.70} é

n2027r2t

T.(t)=Ase” &, n=12...

Deste modo as fungoes

, nTL _n222ﬂ2t
un(z,t) = A, sin ¢ 7T, o n=12,...

representam as solu¢bes particulares de (3.67) que satisfazemn as condigées de fronteira. Entao,
a soluco de (3.67) poder4 ser apresentada na forma duma série

NAL _n2az?e

u(z,t) = ZA,, sin ¢ 7 (3.71)
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e devido a condi¢ao inicial tem-se

nmx

> u(z,0) = nzzlA,, sin - = f(z).

Pode-se ver que f(z) é a decomposi¢do na série de Fourier segundo o sistema

., o nmx
{sm —} .
! |
Os coeficientes de Fourier sio

nmny

A, = % f(Z)SiIle.'E, n=12,... (3.72)

%
(=]
—

s Yol

Assim, a solucdo do problema (3.67) é dada pela série (3.71), onde os coeficientes A, se

encontram segundo a férmula (3.72).




Conclusao

Este trabalho teve, como objectivo geral, o intuito de introduzir os alunos, dos cursos de
Engenharia, na teoria das séries trigonométricas de Fourier, dando algumas nog¢oes bdsicas sobre
sistemas ortogonais e mostrando, também, como esta teoria se aplica na resolugao de problemas
concretos.

Como objectivo especifico, estudou-se o integral do nicleo de Vallée Poussin e obteve-se
uma avalia¢io melhorada do tipo % In (1 + %) + 1.7. Ao estudar-se o método de fungdes
préprias demonstrou-se, de um modo diferente do habitual, a positividade do operador de

Sturm-Liouville.
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[ > ANEXO I

> Dada a funcao f=1, no intervalo [0,Pi], decompor na serie de
Fourier segundo o sistema trigonometrico sin(kx) {(aproximar ate
k=5).

> f:=x->1;

_ f=1

> g c=x->{Pi/4) * (sin(x) +sin (3*x) /3+sin(5*x) /5);

1 1 1
ng—+;n[dmx)+;ﬁd3x)+gﬁﬂ5xﬂ
> plot([£(x),g(x)]), x=-Pi..Pi);

> A funcao f£(x)=1 esta a vermelho, a decomposicao de f(x), com
aproximacao k=5, isto e' a funcao g(x) esta a verde.

Page 1




> ANEXO IT

> Dada a funcao f=x, no intervalo [-Pi,Pi], decompor na serie de
Fourier segundo o sistema trigonometrico sin(kx) (aproximar ate
k=3).

e > foi=x->x;

L f=x—>x

[ > g :=x->2*%*(sin(x)-sin{2%*x) /2+sin(3*x)/3);

2
g =x—2sin(x)—sin(2 x) +;sin(3 x)

"> plot({£(x),g(x)], x=-Pi..Pi);

[ > A funcao f(x)=x esta a vermelho, a decomposicao de f(x), com
aproximacao k=3, isto e' a funcao g(x) esta a verde.

Page 1




[ > ANEXO III

> Dada a funcao f=x"2, no intervalo (-Pi,Pi] decompor na serie de
Fourier segundo o sistema trigonometrico fundamental {aproximar
ate k=4).

> fi=x->x"2;

[ > g :=x->Pi”*2/3-4* (cos(x)-cos (2*x) /4+cos (3*x) /9) ;

1 4
g=x —-)'3‘7t2 —4 cos(x)+cos(2 x) —3005(3 x)

i

[ > plot([f(x),g(x)], x=-Pi..Pi);
10+
8._
6_
4+
2ﬂ4
\
y 5 o ; 5
X
:? [ > A funcao f(x)=x"2 esta a vermelho, a decomposicao de f(x), com
/ | aproximacao k=4, isto e' a funcac g(x) esta a verde

Page 1




> ANEXO IV

> Dada a funcaoc f=-1n|2*sin(x/2)|, no intervalo [0,Pi], decompor
na serie de Fourier segundo o sistema trigonometrico cos (kx)
(aproximar ate k=3)

> f:=x->-1n(abs(2%*sin(x/2)));

L fo—»—h(Zd{%x)]

(> g c=x->cog (x) +cos (2%x) /2+cos (3*%x) /3;

I l
g :=x—>cos(x) +'2—cos(2 x} +;cos(3 x)

"> plot ({£{x),g{x)], x=0..Pi);

o 15 2 25
\ X .
\\\\
;><:”—
-\\_"
>

~_

——

f > A funcao f(x)=-1lnl2%sin(x/2)| esta a vermelho, a decomposicao de
f(x), com aproximacao k=3, isto e' a funcao g(x) esta a verde.




[ > ANEXO V
: "> Dada a funcao f(x,y)=xy, no quadrado {0,2%Pi]*{0,2*Pi], decompor
na serie dupla de Fourier, segundo © sistema trigonometrico
| fundamental (aproximar ate m=2, n=2)
F > fi=(x,y)-> xX*y;
] f=(xy)->xy
[ > g:=(x,Yy)->
Pi“2-2*Pi*(sin(x)+sin(2*x)/2+sin(y)+sin(2*y)/2)+4*(sin(x)*sin(y)
, +sin(2*x)*sin(y)/2+sin(x)*sin(2*y)/2+sin(2*x)*sin(2*y)/4);

g={(x,y)—> n-2T [sin(x) +'12‘sin(2 x) + sin(y) +”;‘sin(2y)] + 4 sin(x) sin(y)

L +2 sin(2 x) sin(y) + 2 sin(x) sin(2 y) + sin(2 x)sin(2y)
T > plot3d({g{x,y) f(x,¥)}, x=0,.2*Pi, y=0..2*%Pi);
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]

[ > plot3d(f(x,y), x=0. 2%pPi, y=0..2*%*Pi);
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i [ > plot3d(g(x,y), x=0..2%Pi, y=0..2%Pi);
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