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SIMBOLOGIA

e R™ & 0 espago de vectores n-dimensionais, com a norma | - |

¢ || |lx denota a norma no espago X; se estiver claro sobre o espa¢o X a que nos referimos,
entdo escreveremos simplesmente || - ||

o dim M denota a dimensao da multivariedade linear M

o |[A|lx—y denota a norma do operador linear limitado A: X — Y
e A* é o operador conjugado em relagao ao operador linear A

e R(A) é o contradominio do operador A

e D{A) ¢ o dominio do operador A

o = significa “identicamente igual”

o & significa “igual por defini¢ao”

o L,0,1]=L, (1 <p< oo} éoespago de classes equivalentes de funges z : [0,1] — R!
somaveis em p grau, cuja norma é

l/p

1
|y, / ()P dt
0

e a relacio de semi-ordenamento <: z <y, se z(t) < y(t) para quase todo t € [0, 1]

o L,[0,1! = L, ¢ o espaco de fungdes z : [0,1] — R' (classes equivalentes) mensuraveis e
limitadas na esséncia, cuja norma é

|2, = vraisup|z(t)]
0<t<1

e a relacio de semi-ordenamento esta definida como em L,




vi

e W[0,1]) = W7 & o espago de fungdes n — 1 vezes diferencidveis z : [0,1] — R' com
derivada (™1 absolutamente continua tal, que 2™ ¢ L,,

n—1
def n i
fzllwe = 2, + > 1=(0)]
i=0

e X XY éo produto directo dos espagos lineares X e Y
o Ker A é o nicleo do operador A

e ind A é o indice do operador A

O & o operador nulo

E & a matriz unitaria

f(t,-) significa que ¢ esta fixo e [ considera-se como uma fungao sémente do segundo
argumento

f(-,s) significa que s estd fixo e f considera-se como uma fuu¢io sémente do primeiro
argumernto

B denota o fiin da demonstragiao ou exemplo.




INTRODUCAO

A Teoria Matematica de Estabilidade para equagdes diferenciais é parte fundamental da
Matematica ¢ da Meccanica Teodrica e tem os scus primmérdios nos finais do século XIX, sendo
seu fundador o matematico Lyapunov, que dedicou & este tema um ciclo de trabalhos, onde
se destaca a sua tese de doutoramento “Problema geral sobre a estabilidade do movimento”.
Nesta tese Lyapunov mostra os ...casos nos quais a primeira aproximagdo, realmente, resolve
a questao da estabilidade. .. |

O problema de estabilidade do movimento de sistemnas com um nimero finito de graus de
liberdade reduz-se, segundo Lyapunov, & investigagao da estabilidade da solugdo trivial (ndo

perturbada) z; = 23 = -+ =z, = 0 do sistema de cquagdes diferenciais
d.’[)i n ‘
P =Zﬂik(t)$k+fi(i): i=1,2,...n, (0.0.1)
k=1

onde a(t), fi(t) sdo da classe C(J), isto ¢, os coelicientes do sistema e os membros livres sdo
fungdes continuas no intervalo / = {{ : ¢ <t < c0}. Ao introduzir as denotagdes

t = collzy, za,..., 2], A{t) =[aw(t)] e f(t) = col[fi(t), fa(t), ..., f(D)],

podemos reescrever o sistemna (0.0.1) duma forma mais comoda:

£(1) = AW)(t) + (),
onde A(t) € C(I) e f(t) € C(1).

O presente trabalho consiste na introdugao, quatro capitulos, concluséio, recomendagdes ¢ bi-
bliografia citada.

No primeiro capitulo faz-se uma abordagem sobre as propriedades gerais dos sistemas de
equagdes diferenciais. De seguida estuda-se a férmula de Ostrogradskii-Liouville. A funcdo
de Cauchy é aqui estudada. Procede-se neste capitulo a formulagéo e demonstragio do lema de
Gronwall-Bellman. Seguidamente sdo enunciados e demonstrados alguns teoremas fundamen-
tais para o tema em estudo.
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No segundo capitulo comega-se pela introdugéo do conceito de estabilidade (nomeadamente,
estavel, assimptoticamente estavel e exponencialmente estével). De seguida estabelecem-se al-
guns teoremas sobre estabilidade de sistemas diferenciais (lineares e néo lineares) ¢ faz-se a
andlise de casos de estabilidade para sistemas diferenciais lineares. Por fim, faz-se um estudo
da estabilidade de sistemas diferencias lineares quase-lineares. Aqui, a maior parte dos exem-
plos sio acompanhados de uma ilustragio grafica.

O terceiro capitulo ¢ dedicado a alguns critérios classicos de estabilidade, nomeadamente de
Hurwitz, Lienard-Chipard e Mikhailov. Neste capitulo, os exemplos do critério de Hurwitz
fazem-se acompanhar por um software claborado pelo autor.

No quarto e ltimo capitulo estabelece-se o modo de construcdo de um dominio de estabi-
lidade e lida-se com a equagdo modelo incluindo o modelo de construgao dessa equagdo. O
W-método & estudado neste capitulo. A parte mais importante deste capitulo é o tltimo ponto
que trata dos critérios de C- estabilidade.

Finalmente, apresentam-se as conclusdes ¢ recomendagdes deste trabalho.



Capitulo 1

FUNCAO DE CAUCHY PARA SISTEMAS DE
EQUACOES DIFERENCIAIS

1.1 Propriedades gerais de solugoes de sistemas diferenci-
ais lineares

Vejamos o sistema diferencial linear 7]

n

#(t) =Y an(®ue(t) + L), i=1,2,...,n, (1.1.1)

k=1

onde ai, f; sio da classe C(I), isto é, os coeficientes do sistema e os membros livres sao

- . . del . ~ ..
fungdes continuas no intervalo [ = {t:a <t < oo}. Introduzindo a denotagio matricial

T =collz|,ze, ..., Ta), AQ)=[awlt)], [(t) = collfi(t), f2(t),..., fa(t)],

podemos reescrever o sistema (1.1.1) duma forma mais comoda (2], [4}, |7], [19]:

i(t) = A()z(t) + f(t), ' (1.1.2)
onde A(t) € C(I), f(t) € C().

Para o sistema lincar (1.1.2) cumpre-se o seguinte teorema de existéncia ¢ unicidade de solugéo:

Teorema 1.1.1. Pare qualquer sistema de valoves by € I, zg = col[zo1, Toz, - . -, Ton), existe a
solugio T = xz(t) do sistema (1.1.2), definida para todos t € I e que satisfaz a condigdo inicial
z(ty) = zp, sendo esta solugdo, com tais propriedades, vnica em [.

3
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Demonstragdo. Seja X(f) = [z4(t)] (det X(¢) # 0) a matriz fundamental do respectivo
sistemna diferencial homogéneo |2|, 4], [19]

z(t) = A(t)z(¢), (1.1.3)
isto &, a matriz consiste em n solugdes linearmente independentes

_qg(l)(f,) = col[a:“(t),iﬂzl(t): ce 5In1(t)]’

() = col[zin(t), ZTan(t), . . ., Zun(t))-

Vamos mostrar que a matriz X (¢} satisfaz a cquagdo matricial
X(t) = AQ)X(b). (1.1.4)

Realmente, como a func¢do z(¢) satisfaz a i—ésima equagao do sistema (1.1.3), entdo temos
Balt) = D au(t)za(t). (1.1.5)
s=1

Consequentemente, e recordando a regra de multiplicagdo de matrizes |3], [4], [19], obtemos

n

X(t) = da(t) = > au(t)za(t) = AR)X(t). W

s=1

Se X(t) ¢ a matriz fundamental do sistema (1.1.3), entdo a solugao geral deste sistema pode
escrever-se na forma
z(t) = X(t)e, (1.1.6)

onde ¢ = collcy, ¢y, ... ,¢a) € uma certa constante matriz-coluna. Suponhamos que a solugao
x = z(t) satisfaz a condigdo inicial z(ty) = zq. Colocando, em (1.1.6), t =, teremos

z{te) = X (to)c == ¢ = X (to)z(to).

Consequenteinente,
Cl',‘(t) = X(t)X_l(t(])J}(to)
Introduzindo a matriz de Cauchy!

Clt, to) L X (X (to),

T Augustin Louis Cauchy (1789-1857) -— matematico francés

4
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obtemos

z(t) = C(t, ta)z(ta). (1.1.7)
Em particular, se a matriz fundamental X{¢) é normada quando ¢t = tg, isto &, X{tp) = E
onde E & a matriz unidade, entdo a formula (1.1.7) tem a formna

z(t) = X()x(to).

?

Observagao 1.1.1. A mairiz de Couchy ndo depende da escolha da matriz fundamental X (t).

Realmente, se }:’(t) ¢ uma outra matriz fundamental do sistema (1.1.1), entdo temos
X(t) = X(t)B, onde B é uma matriz constante ndo singular. Daqui, X~ !(t) = B! X"!(t) e
consequentemente,

Clt,to) = X)X (te) = X()BB X (to) = X() X~ {ts) = C(¢, to).
1.2 Foérmula de Ostrogradskii-Liuoville

Seja X(t) = [zi(t)] a matriz fundamental do sistema diferencial (1.1.3) e W(t) = det X(t)
é o determinante de Wronskii? |2]. Usando a regra de derivagdo do determinante obtemos

I]l(t) .’L‘lk(t) .’Eln(t)
(El’il n . '...
= ; a(t) o Za(t) ... ()]
xnl(t) Ce :L'nk(t) Ce .’Enn(t)
Daqui, e como
il ZU’” Zor(t i,k=1,2,...,n
temos
1'1](]1) .‘L‘;k(ﬁ) LIIln(t)
— = Z Z ais(t) |z (t) ... zx(t) ... zZu(t Z Z a5 (t)6;s W (t)
a=l os=1 i=1 s=1
zm(t) oo za(t) ... :c,m(t)

2)oseh Hoéne Wronskil {1778-1853) — matematico e fildsofo francés

-

]
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onde §;; =0,se it #5,e d;5, =1, se i=5. Assim,

% =Wi(t) ;aii(t) = S AW (L).
Logo, ;
dW
W = S, A(t)d(t).

Integrando a ultima equagdo de {o até ¢, onde ¢y € I, ¢t € I, obtemos a férmula de Ostrogra-
dskii*-Liouville?

t
Wit) = 1/V(t0)expfSpA(t;)dt1.
to

1.3 Fungao de Cauchy

Consideremos a equagao diferencial linear

d:ef x(n) + plm("_l) + -+ Pz = fa (131)

onde p; =pi(t), i=1,2....,n, x =z(t), f= f(t).

Lx

Como ¢ sabido, a solugdo geral desta cquagdo tem a forma

—

o) = 5" amalt) + vlt),

T
i

onde zg, 1, ...,Z,-; & 0 sistema fundamental de solugoes {sfs), isto &, n sclugdes linearmente
independentes da equacao homogénea

.I'(n) +pl$(n_l) + . +pnr = 0, (132)

v(t) & solugdo particular de (1.3.1). A determinagdo de w(t) é mais complicada. No caso
geral a solugdo particular v{t) determina-se pelo método de variagio de constantes arbitréarias
(método de Lagrange®) [1]. O método de Lagrange requer muitos calculos e nao é comodo,
pois ao mudar-se a parte direita f({t) precisamos realizar novamente todos os cilculos. Uma
modificacao do método de Lagrange ¢ a solugao de (1.3.1) com ajuda da fung¢do de Cauchy [13].

IMikhail Vasilevich Ostrogradskit (1801-1862)--matemitico ucraniano
4Joseph Liouville (1809-1882) -— matematico francés
$Joseph Louis de Lagrange (1736-1813) — matemético [rancés
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Defini¢ao 1.3.1. Chama-se fung¢do de Cauchy C{t,s) a fungdo tal que para qualguer parte
direita f(t) o integral {15/

t
v(t) = /C(t,s)f(s)ds (1.3.3)
a
€ solugdo particular da equagdo (1.3.1).
A fungho C(¢, s) constroe-se segundo o sfs da equagdo (1.3.1). Neste paragrafo iremos analisar a

forma da fungdo de Cauchy, demonstraremos algumas das suas propriedades mais importantes
e mostraremos que o integral (1.3.3) & solugio da equagio (1.3.1), qualquer que seja f(t).

Seja zo(t), z1(t), ..., za1(t) o sfs da cquagdo {1.3.1),

m?(t) :E:l(t) fL‘?_.l(t)
wi=| 2 Bl mal)
IO I s ) Wl ()

o seu wronskiano (ou determinante de Wronskil [4]). Vamos definir a fungao C(¢, s} do seguinte
modo:

zo(s) zi1(s) ... Za-1(8)
R IS T 1S AN 3
= , 1.34
IR R TR e
ZLO(t) .’L‘l(t) L In—l(t)

Teorema 1.3.1. Puara qualquer s € [a,b], onde s ¢ fivo, a fungao C(t,s) = k(t) ¢ solugdo do
problema de Cauchy

() +pa ()2 D) + -+ pa(t)z(t) = 0,
() =0, k=0,1,...,n—2, z" V() =1

Demonstragao. Utilizando o teorema de Laplace® 3], vamos escrever a fungdo C(t,s) na
forma

Clt,s) = ﬁ%ﬁ S e(t)zi(s), (13.5)

8Pierre Simon de Laplace (1749-1857) — matematico francés
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onde z(s), zi(s),...,z5_1(s) sdo os complementares algébricos dos elementos da tltima linha
do determinante em (1.3.4). Se s ¢ fixo entdo, como segue das relagdes (1.3.5), k() é uma
combinagao linear de solugoes da equagdo homogénea:

C(t,s) = k(t) = Z_: azy(l)
k=0

zi(8)
W{(s)’
homogénea ¢ novamente solugdo desta cquagdo, entdo k(L) é solugdo de (1.3.5).

onde oy, = k=0,1,...,n-1. Como gqualquer combinagao linear de solugbes da equagio

Vamos agora mostrar que k(f) satisfaz as condigdes iniciais. Calculemos os valores de k(t)
e suas derivadas no ponto t = s:

1 LE?(S) .1:}(3) ... :E,n_l(s)
k(s) =C(s,s) = 0 TO(S) @ls) 3:”‘."(3) =0
zo(8) z1(s) ... Zn-1(s)
ocs) 1 mogsg mlgsg scn_lgsg
oy 'S _ zo(s) xzy(s) ... z,_(s)| _
£ s) WG| e 7O
zo(s) z1(s) n-1(5)
.'E?(S) $}(S) :5;1_1(5)
H(S) BC(t, S) 1 '7"0(5) mlFs) mn—l(s) _o
ot = ”f(s) ,ll_lg) ) (n._Q)( ) x?(n"_lz)(s) 3
zo(s) HE) Tp-1($)
m?(s) T}(S) . :r:?_l(s)
k(n—?)( ) B 8(n—2)c(t, S) B _1_ :EO(S) :L'I(S) In—l(s) 0
5= otn—2) —s - W(S) (n 2 (S) 3.’3(“ 2)( ) 5:1-12)(3) )
£ o) . 2s)
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Como
zols) @) B ()
gy = 0Cs) 7] ml.@ N mn._.l.(S),
O o WIs) [y gy 09
(n D(s) g"")(s) 3:,(1".'.-11)(5)
entao W(s)

=1 0

K =

Do Teorema 1.3.1 segue que C(¢,s), para qualquer s € [a,b], s é fixo, é solugao da equagao

homogénea (1.3.2), e satisfaz as condigoes

_ aC(t, s) B ar=AC(t, s) on-NC(t,s)|
C(S,S) = 0, T . = 0, ey W ) W . =1. (136)

Vamos agora mostrar que, para qualquer fungao f(t) da equagao (1.3.1), a fungao

= jC(t, s)f(s)ds

é solucéo particular desta equagao.

Teorema 1.3.2. A solugdo v(t) do problema de Cauchy

2 () + pr (x0T (E) + -+ pa(t)z(t) = S(8),
&) =0, k=0,1,...,n—1,

tem a forma

= /C(t,s)f(s)ds

Demonstragdo. Vamos, primciro, verificar que Lv = f. Usando a formula de derivagae do

integral dependente de parametro [1] temos:

V(1) = / acg;, 3 (s)ds + C(L, O (2).

a
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Da propriedade (1.3.6) da fun¢do de Cauchy segue que C(i,t) =0, logo

t

V(t) = / acéi’ S)f(s)ds.

a

De modo anélogo
t

k
U(k)(t)=/%£i’s)f(5)d8, k=2.3,...,n—1,

Q

t t
anCl(t, s) 1O, s) _ [onC(L,s)
AN v ﬁd(”_ atn

21 a

V() = f(s)ds + f(t).

Colocando a fungao u(t) e as suas derivadas na parte esquerda da equagio (1.3.1), e agrupando
as parcelas, obtemos

o =10+ [ | 25862 enw? 20 v e se)s

it

Como a fungao de Cauchy, para qualquer s fixo, é solu¢ao do problema homogéneo, entao

aCt,- oo, -
T

Deste modo, Lv = [, isto é,
{
v(t) =/C(t,s)f(s)ds

é solugdo da equagdo (1.3.1). Facilmente verifica-se que

via) =v'{a)=--=v""Na)=0. W

Do Teorema 1.3.2 segue que a solugdo geral da equagio (1.3.1) tem a forma

n—1 t

z(t) = chwk(t) +]C(t, 5)f(s)ds.
k=0

a

10
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Exemplo 1.3.1. Determine a solugao particular da equacgio
" = ¢, telo,1].

Resolugdo. Temos zo = 1, z; = ¢, 22 = {* que é o sfs,

1 s s§°
(s — 1)
Clt,s) = 0 1 2s|= ,
Wi(s) 1 1 2 2
onde
1 2
Wis)=10 1 2s5|=2
0 2
Logo

v(t) =

!
/' (s—t)’zescisu 2et — (1242t +2) =
2 2 '
0

1.4 Lema de Gronwall-Bellman

Lema 1.4.1 (de Gréonwall’— Bellman®). Sejam w(t) > 0 e f(t) > 0 se t > to e u(t) €
Cltooc]s f(t) € Clig,00] € suponhamos que para t > ty se cumpre a desigualdade

t
u(t) < c—i-[f(s)u(s)ds, (1.4.1)
to
onde ¢ € uma constante positiva. Neste caso, para t > ty, cumpre-se o desigualdade

u(t) < cexp/f(s)ds. (1.4.2)

Demonstracao. Da desigualdade (1.4.1) obtemos
o
c+ [ f(s)uls)ds
ta

"Thomas Hakon Grénwall (1877-1932)— matemdtico sueco
8Richard Ernest Bellman (1920-1984)— matematico norte-americano
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f(t)u(t)
c-i-tff(s)u(s)ds

< f(t)- (1.4.3)

Tendo em conta que

% c-;-/f(s)u(s)ds = f(t)ul?),

entdo, integrando a desigualdade (1.4.3) de ty até ¢ teremos
i t

In c—l—/f(s)u(.s)ds —Ine< /f(s)ds.
to tg

Daqui, ¢ fazendo uso da desigualdade {(1.4.1), obtemos

t

ult) < c+/f(s)u(s)ds < cexp/f(s)ds. o

to

Observagdo 1.4.1. Nas formulas (1.4.1) e (1.4.2), fazendo ¢ — +0, verificarnos que o Lema
1.4.1 mantém-se correcto, se ¢ = 0.

Lema 1.4.2 {de Gronwall — Bellman). Suponhamos que a fungdo u(t) continua e positiva
para quaisquer valores t, 7T €la, b|, satisfaz a desigualdade integral

u(t) < u(r) +/f(s)u(s)|ds|, (1.4.4)

onde f(t) € Clapy e f(t) 20 se a <t <b. Entdo, se a <ly <1 <b, € correcta a avaliagdo

u(tg) exp —-/f(s)ds < u(t) < ulty)exp /f(s)ds . (1.4.5)

Demonstragao. Da desigualdade (1.4.4), se ¢ > 7, temos
t
u(t) < u(r) + /f(s)u(s)ds.

12
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Daqui, e com base no Lema 1.4.1, obtemos
4
uft) < u{r)exp /f(s)ds
De modo analogo, da desigualdade {1.4.4), se ¢ < 7, obtemos
u(t) < u(r) +/f(s)u(s)d.s. (1.4.6)
J .

Daqui, usando o método de demonstracio do Lema 1.4.1, teremos
u(t)
u(r) + [ f(s)u(s)ds
t

<1

—f(u(t)
u(r) + [ J(s)u(s)ds

Integrando a tltima desigualdade de ¢ até 7 obtemos

z —f(t).

Inu(r) —In u(’r)+/f(s)u(s)ds > —/f(s)ds,
t t
isto é,
u(t) < u(r) +/f(s)u(s)ds < u(r) exp/f(s)ds.
: t
Trocando ¢ por 7 e T por ¢, da tiltima desigualdade se ¢ > 7 obtemos
t
u(T) < ult) exp/f(s)ds
e, consequentemente,

u(t) > u(r)exp —/f(s)ds : (1.4.7)

Colocando, nas desigualdades (1.4.6) ¢ (1.4.7), 7 = ty obtemos a avaliagio (1.4.5). B

13
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Lema 1.4.3. Sejam u(t) >0 e f(t) 20 set > ty, ult) € Cpgoa], f(t) € Clipiee] € suponhamos
que € justa a desigualdade

u(t) <c+ /f(s)qb(u(s))ds, (1.4.8)

onde ¢ € uma constante positiva e ¢p(u) € uma fungdo continua, nio decrescente se 0 < u < U

(T < 00) e suponhamos que
u

dv
wu)= | —, O<u<u. 1.4.9
W= [ (149)
Entdo, se
L
/f(s)ds <P(m—-0), th<t<oo, (1.4.10)
to
€ justa a desigualdade
t
u(t) < ¢~ ff(s)ds , (1.4.11)
to

onde ¥~ (u) ¢ fungdo inversa de ¥(u). Em particular, se & = 0o e (oo) = o0, entio a
desigualdade (1.4.11) cumpre-se semn quaisquer lisnitagdes.

Demonstragao. Tendo em conta que ¢(u) é crescente, da desigualdade (1.4.8) obtemos

Hule) <8 [o+ [ Ss)p(ulods| (1.412)

Daqui,

¢ { ; f F(s)b(au(s))ds

Integrando a desigualdade {1.4.12) segundo a varidvel ¢ de t, até ¢, se ¢ > ¢y, obtemos

j J (s)¢( / £(s) (1.4.13)

o @lc- ff u(s))ds| i

14
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w(t) = c+/f(s)¢(u(s))ds

cntao
w'(t) = f(t)$(u(t)).

Consequentemente, a formula (1.4.13) toma a forma

] asz;((tz)))“’t - f f Hs)ds

w(f.n

Daqui, com base na férmula (1.4.9), e tendo em conta que w(ly) = ¢ > 0 e w(t) > ¢ > 0,

teremos
Plwt)) — pullo) < / f(s

ou, como Y(w(ts)) = ¥ (c) =0, entdo

w(t))f/f(s)(ls. (1.4.14)

Tendo em conta que

z,l)(u)——>0 se 0<u<,

¢(u)

a fungdo v = t(u) possui uma inversa crescente continua u = 3 ~!(v), definida na regido
P(+0) < v < P(u— 0), onde P(+0} < 0. Por isso, se a desigualdade (1.4.10) tem lugar, entdo
da desigualdade (1.4.14) obtemos

o+ [ Fo)0tuls)ds = w(e) <67 | [ Sis)as

Daqui, c tendo em conta a desigualdade (1.4.13), obtemos a desigualdade (1.4.11). W

Consequéncia 1.4.1. Se ¢(u) = u, entio tem lugar a desigualdade (1.4.2).
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Consequéncia 1.4.2. Se ¢{u) =u™ (m >0, m#1) e cumpre-se a desigualdade

u(t) < c+/f(s)[u(s)]’“ds, se &> tp,

entao .

I-m

i
u(t) < [+ (1 +m) / f(s)ds , se D<m<«l
to

1

" u(t) <

[1 — (m — 1)cm-! jf(s)ds} N

to

(to < 1),

t
1
sem>1 6‘/f(8)d8<m
to

16




Capitulo 2

ESTABILIDADE DE SISTEMAS DIFERENCIAIS

2.1 Nocoes principais sobre a teoria de estabilidade

Suponhamos que temos um sistema de equagoes diferenciais (7], [8]
() = fill, i, @y o, Ty i=1,2,...,n, (2.1.1)

onde f;(zy), i,k =1,2,...,n é continua, e seja ;(t), i = 1,2,...,n, a solugdo do sistema que
para t =t satisfaz as condicdes @;(L) =Y, i=1,2,...,n.

Definigao 2.1.1. A solugio @;(t) do sistema (2.1.1) chama-se estdvel segundo Lyapunov!,

quando { — +oo, se, para qualquer € > 0, existe d(e) > 0, tal que para qualguer solugdo
z:(t), i = 1,2,...,n, do sistema (2.1.1), cujos valores iniciais p;(to} = ¢?, i = 1,2,...,n,
satisfacam as desigualdades .

lzi{te) — @0 < 8(e), i=1,2,...,m,
forem vilidas as desigualdades
lz: (2) — wi ()] < &, i=1,2,...,n, (2.1.2)

parae qualguer > 1g.

! Aleksandr Mikhailovich Lvapunov (1857-1918) — matewmético russo
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Definigao 2.1.2. Se emistir, pelo menos, uma solugdo x;(t), i = 1,2,...,n, para a qual as
desigualdades (2.1.2) ndo se verificam, por mais pequeno que seja § > 0, entdo diremos que
@;(t) € instdvel.

Definicao 2.1.3. Se a solugdo ¢;(t), 1 =1,2,...,n, € estivel e satisfaz as condigoes

tlir+n lz:(t) — wi(t)) =0, i=12,...,n,

quando |z:(ty) — ¢%| < &, entdo diremos que a solugdo w;(t) € assimptoticamente estdvel.

Definigao 2.1.4. A solugio wi(t), i = 1,2,...,n, ¢ exponencialmente estdvel se existem
as constantes positivas N e v tais que para cada @;(ly) € vilide a desigualdade

|z:(t) — @i(8)] < Njzi(to) — @i(to) exp(—(t —to)), L > to.

Exemplo 2.1.1. Cada solugao da equagao
i =0 (2.1.3)

& estavel [8]. Realmente, a solugdo z:i(t) desta equagdo, que satisfaz a condigao inicial
z1(to) = 29, & z,(t) = 2¥ = const. Examinenos uma outra solugio z,(t) da equagdo (2.1.3)
que satisfaz a condigio inicial z4(tg) = 29. Vemos que z2(t) = 29 = const. Para estas solugdes

teremos |z,(t) — z,(t)| = |29 — 23|, para todo ¢. Por conseguinte, para qualquer € > 0 existe
§ > 0 tal que se |29 — 2% < &, entdo para as solugdes z3(t) e z(t) cumpre-se a desigualdade
|z2(t) — 3 ()] = |23 — 3| < € = §(¢), para todo t > fp. Por outro lado, qualquer solugao da

equacio (2.1.3) é estavel, contudo nio existe estabilidade assimptotica:
|z () — 31 (8)| = |29 — 23| 4 0, quando ¢ —oco. W
Exemplo 2.1.2. Cada solugao da equacao
z4+xz=10 (2.1.4)

é assimptoticamente estavel [8]. Na realidade, a solugdo geral da equagio (2.1.4) tem a
forma z(t) = Ce™*. As solugdes z;(t), z2(t) daequagdo (2.1.4), que satisfazem as condigdes
iniciais z,(t) = 29, T2(f) = 23, séo

zi(t) = 20e 470 e gy(t) = ahe 0,

Daqui,
|22(2) = &1 (8)] = |25 — 2i]e” 7" — 0, quando t — oo, { > tp.

18
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O estudo da estabilidade da solugdo ¢;(t) do sistema (2.1.1) pode ser reduzido ao estudo da

estabilidade da solucdo nula z;(t) =0, 7 =1,2,...,n, de um certo sistema, anilogo ao sisterna
(2.1.1),

ﬂf,(t) =w'i(£:$l:$2)---:$n): 1= 1,2,...,3‘1. (215)
O ponto z; =0,i=1,2,...,n, chama-se ponto de equilibrio.

Definigao 2.1.5. O ponto de equilibrio z; = 0, 1 = 1,2,...,n, do sistema (2.1.5) € es-
tdvel segundo Lyapunov se para qualquer € > 0 ezistir 6(g) > 0 tal que para qualquer x;(t),

i =1,2,...,n, cujos valores iniciais z;(ty) = z° satisfacamn as desigualdades |z;(ty)| < &(e),
t=1,2,...,n, sejam verdadeiras as desigualdades |z;(t)| < e, para qualquer t > t;.
Definigao 2.1.6. O ponto de equiltbrio z; = 0, 1 = 1,2,...,n, diz-se insidvel se exis-
tir, pelo menos, wma solugio z;(t), ¢ = 1,2,...,n, pare a qual o desigualdade |z;(t)| < €,
1=1,2,...,n, ndo se verifica, por mais pequeno que seja § > 0, para qualquer t > t;.
Definicao 2.1.7. Se, além de se verificarem as desigualdades |z;(t)] < e, 1 = 1,2,...,n,
também forem satisfeitas as condigdes tligl |z:(t)] = 0, i = 1,2,...,n, entdo diz-se que a
——+0o0

estabilidade € asstmpidtica.

Exemplo 2.1.3. A solugao do sistema

i

{jf - Y (2.1.6)

) P
que satisfaz as condigdes z(0) = 0, y(0) = 0 & estavel [7]. A solugdo do sistema (2.1.6), que
satisfaz as condigbes dadas, ¢ z(t) = 0, y(t) = 0. Qualquer solugio deste sistema que satisfaga
as condi¢des z(0) = 0, y(0) = 0 tem a forma

z(t) = zgcost — ypsint, y(t) = Tosint + yg cost.

Escolhamos um valor arbitrario € > 0 e mostremos que existe é{e) > 0 tal que, se |z —0| < 4,
lyo — 0| < &, entdo cumprem-se as desigualdades

|zg — O] = [zpcost — ygsint| < g,
|yo — O = |zosint + ypcost| < €,
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para qualquer ¢ > 0. Entao, segundo a defini¢ido de Lyapunov, significa que a solugdo nula
z{t) =0, y(t) = 0 & estavel. Evidentemente,

20 cos ¢ — yosint] < o cos t] + [yosintf < [zo] + [yol,

(2.1.7)
lmosint + yocost| < |zosint| + |yo cost| < [zo| + [0l
para qualquer t. Logo, se |zo| + x| < €, entdo
lzgcost - yosinf| <&, |zgsini -+ ygcosi| < e, (2.1.8)

. . € .
para qualquer t. Por conseguinte, se considerarmos, por exemplo, d(g) = =, e se tivermos

|zo] < 6, |yo| < 6, entdo atendendo & (2.1.7}, as desigualdades (2.1.8) verificamn-se para qualquer
t > 0, isto &, a solugdo nula do sistema (2.1.6) é de facto estével, mas ndo é assimptoticamente
estavel. W

Exemplo 2.1.4. A solugdo ¢(¢) = t, com a condigio inicial z(0) = 0, da cquagio
f=14t—2x (2.1.9)

é estavel e assimptoticamente estavel [7]. Nota-se facilinente que a equagao (2.1.9) é uma
equagio linear nao homogénea. A sua solugdo geral é z{t) = Ce™" +t. A condicdo inicial
z(0) = 0 & satisfeita pela solugio (i) = ¢ da equagio {2.1.9}). A condigfo inicial z{0) = zo da
equagdo (2.1.9) pode ser escrita na forma

z(t) — () = zpe™t + & —t = (2o — 0)e™.
Daqui, resulta que, para qualquer € > 0 existe 4 > 0 (por exemplo, § = ) tal que para qualquer
solugdo z(t) da equagdo (2.1.9), cujos valores iniciais satisfagam a condigfo |z — 0] < 4,
cumpre-s¢ a desigualdade

lr(t) — o(t)] = [z0 — Ole™ <&,

para qualquer ¢ > 0. Por conseguinte, a solugio é estavel. Além disso, uma vez que

H - = lim |zg—0le™" =

Jim fa(t) — p(t)] = Jim |z~ 0le™ =0,

a solucio (¢t} =t & assimptoticamentc estavel. W

2.2 Teoremas gerais sobre estabilidade de sistemas diferen-
ciais
Suponhamos que temos um sistema de equagoes diferenciais
j?i(t)=f,'(t,$1,$2,...,$n), izi,2,...,n, (221)
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¢ scja v(t,Z1,Zs,...,%,) uma fungdo continuamente diferenciavel de seus argumecntos ¢
sejam 2,Z,,...,Z, certas fungdes do tempo t que satisfazem o sistema de equagoes (2.2.1).
A derivada total de v em ordem ao tempo é:

dv 6‘1} E dv dr; Ov "L dv

6331’ dt = a + — 6—3-;t-fi(t’ L1, T2, !-'En)- (222)

Se o segundo membro da equagdo (2.2.1) nao contém £, entao tal sistema chama-se auténomo
ou estacionario |8|.

Teorema 2.2.1 (de Lyapunov sobre estabilidade). Se para o sistema de equagées difer-
enciais {2.2.1} eriste uma funcgdao v(t, Ty, T2,...,Zn) que € definida positivamente para t > tg,

v
cuja derivada total = em ordem ao tempo, determinada de acordo com o sistema (2.2.1), ndo

¢ positiva, entdo a solugdo nula do sistema (2.2.1) € estdvel.

Teorema 2.2.2 (de Lyapunov sobre estabilidade assimptotica). Se, para o sistema de
equagdes diferenciais (2.2.1) existe uma fun¢do de sinal definido v(z1, Ty, ..., %y}, cuja derivada

v
total — em ordem ao tempo, determinada de acordo com o sistema (2.2.1), seja uma func¢io
de sinal definido, oposto ao de v, entdo a solucdo trivial z; =0, i =1,2,...,n, € assimptoti-
camente estdvel.

As fungdes v(t, 1,22, ...,%,) € U(T),T2,...,Z,) chamam-se fungtes de Lyapunov [7], [8].

Os graficos abaixo indicados, que ilustram os exemplo apresentados, foram produzidos usando
um software disponivel no site |21].

Exemplo 2.2.1. Consideremos o sistema

i P e S SN
. I B Y
I = y, . P A AR A e o mmmmm e w n L
22 i‘lsf)!:ﬁ»» """""" = vy v

(-3) F AV AV R RV R R e e s W WA

i L LRI TR TR WY

y = —&T. l R A L IR LR EIR!

DE5{F rr P r e e e R}

1 I R R A R I T ) LI Y

. - - L I I T T T T SN Vel

Na qualidade de v(z,y) escolhemos a fungio v = 2%+ y?, que Iﬂ Prt e I |
. . . V. . LT R T T S S « 0addd

como se vé estd definida positivamente. A sua derivada total esft v v oL PN
. . L T O I T P U S A R A

em ordem ao tempo, de acordo com o sistema (2.2.3), é [ NS T
[ AN AN L RN N e, ER R P ]

dv dr d M NSRS A

—:2 +2y y_Qg;y—Qq;yEO. | L N S

dt dt dt P25 050 081152
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Do Teorema 2.2.1 resulta que o ponto estacionario (0,0) do sistema (2.2.3) é estavel. No en-
tanto, a estabilidade nio é assimptética: as trajectérias do sistema (2.2.3) sdo circunferéncias
(Fig. 2.1) e ndo tendem para (0,0}, quando { — +co. B

Exemplo 2.2.2. Consideremos o sistcma

& = —2w—3y, | frrerieiiesecetoiaen
(2.2.4)

y = z -y

PR S SN S NN
Vor e e e e
f e v

1

1

1

i
‘
PV RS Y
I
¢

Na qualidade da fungio v escolhemos v = z2 + 3y%. Ela esta

- . . v NN
definida positivamente e a sua derivada e tomada de acordo NN
L S I T |

com o sistema (2.2.4), & igual a Poe
ror t 1

s rrt

du 9 9 l2 e

o 237(_21; —3y) + 6'9(37 —y) = ’(2$ +6y°) < 0. C2_A8_.i_05_0_ 051 __15__2

dt

v .. dv Fig. 2.2
Como v e X tém sinais opostos ¢ i Osexz=0ey=0,

entio segundo o Teorema 2.2.2 a solugio trivial do sistema (2.2.4) é assimptoticamente estavel
(a Fig. 2.2 ilustra claramente est4 situacao). W

Exemplo 2.2.3. Consideremos o sistema

. 3 IR
T = —dy— 2z, 18 {3
N i
. 3 N

y = bz -3y N |
oS i~ I
N ‘
Facilmente vemos que a funcdo v = x2 + y® satisfaz as o {IIiiii 00y
condigbes do Teorema 2.2.2: P AN |
e h w D A I B B RN
(1) v(zx,y) >0, R PSSR EARAAANIN
d'U 3 3 4 4 -au--»~‘41::Jrrr:11\;
(2)_=2$(_5y_23;)+2y(5$_3y)=—~(4$ -{—ﬁy)g(], Y | R N Y R I IR |
dt e b rrrr LML)
) d'U d’U R PR EEEERNERNEERRERR
isto &, % <0e i 0 somente para £ =0,y =0e L2505 005 1 152

por conseguinte, a fungéo é negativa. Vemos que, a solugio Fig. 2.3

z =0, y = 0 é assimptoticamente estavel (a Fig. 2.3 ilustra
claramente esta situagao). M

Teorema 2.2.3 (de Lyapunov sobre instabilidade). Suponhamos que para o sistema de
equagdes diferenciais (2.2.1) eriste uma fungio v(Z1,%2,...,%,) diferencidvel em torno da
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) d
origem das coordenadas tal que v(0,0,...0,) = 0. Se a sua derivada total —U, determinada

dt

de acordo com o sistema (2.2.1), for uma funcdo definide positivamente e se existirem pontos

prozimos da origem das coordenadas, nos quais ¢ funcdo v(zy,%3,...,%,) toma valores posi-

tivos, entdo o ponto de equilibrio x; =0, i = 1,2,...,n, ¢ instdvel.

Teorema 2.2.4 (de Chetaev? sobre instabilidade [8]). Suponhamos que para o sistema de

equagdes diferenciais (2.2.1) existe uma fungio v(zy,Tq,...,T,) continuamente diferencidvel
em torno do ponto de equilibrio z; = 0, i = 1,2,...,n, que satisfaz, numa vizinhance deste

ponto, as sequintes condicées:

(1) em qualquer vizinhanga, por mais pequena que seja, do
ponito de equilibrio z; = 0, i = 1,2,... n, existe um dominio Q;, no
qual v(ZT1,%s,...,2,) > 0, sendo v = 0 nos pontos fronteiricos de §,
que sdo internos para Q) (Fig. 2.4);

(2) o ponto de equilibrio O(0,0,...,0) € um ponto de fronteira do 9

dominio ),

Fig. 2.4

. _ dv .
(3) no dominio Qy, a derivada — , determinada de acordo com o
sistema (2.2.1), estd definida positivamente.
Entao, o ponto de equilibrio x; =0, i=1,2,...,n, do sistema (2.2.1) ¢ instdvel.
Exemplo 2.2.4. Considercmos o sistema
. [ V0 B S N W N S R
r = z, S O O N RN,
[T K LI S 2 2NCAN B B TN S S A L N
. A A A A A N R .
. v R A S A R T R N DL TR T T T B T
y = —y_ [1 L A B B T T T TR TR S
Lol A A I T LT T SRR S R N Y
~ L iR L T it
Tomando a fungio v(z,y) = 2% — 32, verifica-se que [ frrrmmrer s
N RO Ee: Slliliz
dv D
— =22+ 2% > 0. L,,suus...... A
di Rasssasyeiriiseeis
. - , . A Ly ‘\\‘\\\\\I‘l’:)l:’){’#
Uma vez que existem pontos tdo proximos quanto se quelra | RN
da origem das coordenadas, nos quais v > 0 (por exemplo, Mot iiiiiiirrsre s
N S T U O T O O O N T P

v = 22 > 0 ao longo da recta y = 0), estdo satisfeitas as 1
condigoes do Teorema 2.2.3 e o ponto de equilibrio O(0,0) &,
em virtude disso, instavel (Fig. 2.5). B Fig. 2.5

2Nikalai Guryevich Chetacy (1902-1959)—mnatematico russo
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Exemplo 2.2.5. Considercmos o sistema, R I I
I N N
. 2 T ittt ArrArr LIRS
& = zt+vy, | [pTzoooooiliiiniiiian
r S - PR N .
E N . T I PR R G N |
. _ 2 - Q5 ==~ = - e s PR N
y = y -+ B LILLLn
o R T T T IR R F o
) 1 4 14 _ . ] | Jeeeiiiii CIaa
Seja v = =z’ +-zy+=y°. Aqui, o dominio v > 0 &, por exemplo, [0-5:: T
. . T | ] Fl
z >0, y > 0. No dominio v > 0 teremos I-1 NN
\\\\\\\\\ O SR U T T I A A A
d T R T R N T L I A A 'S
v s P I S T N U U WL W U U T U 0 O O
2
Tz(m +y)2+(m+y)-)2>0 |'2z/r‘\‘\\\\\\\\\'(1?1f
dt (2 -1s_-1_a5_0__05__ 3 __15_3
Em virtude do Teorema 2.2.4, a solugio z = 0, y = 0 Fig. 2.6
¢ instavel {a Fig. 2.6 ilustra claramente csta situagfo).
1]

Teorema 2.2.5. As solugdes de um sisterna de equagoes diferenciais lineares

n

sft) =Y agt)z; + filt), i=12...,m

i=i

sio todas estdveis ou todas instdveis.

Esta afirmacdo nao & verdadeira para sistemas nao lineares, que podem ter simultaneamente
solugdes estaveis e solugdes instdveis. Fiste caso é ilustrado no exemplo que segue.

Exemplo 2.2.6. Consideremos a equagao nao linear
E(t) =1 — z*(t). (2.2.5)

Esta equagio admite, claramente, as solugdes ¢(t) = 1 e (i) = -1 [7]. A solugao o(t) = —1
desta equagiio é instavel [7], [8], enquanto a solugdo ¢(t) = 1 é assimptoticamente estavel. Na
realidade, quando t — 400 todas as solugoes da equagao (2.2.5)

(1+ xo)e?=t0) — (1 — z)
(1 4 zo)eXt=t0} + (1 — z0)

z(t) =

tendem para 1. Isto significa que a solucao p(t) = 1 desta equagio é assimnptoticamente
estavel.
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2.3 Estabilidade de sistemas diferenciais lineares homogé-
neos

Consideremos um sistema de duas equagtes lineares homogéneas

2
ti=) agm;,  i=172, (2.3.1)
j=1
ou |7}, |8}, [19]
1= a11T) + @y22a,
. 2.3.2
{ Tg = Q31 + (aala, ( )
onde
aip apz
A= 0.
21 G2z #

O ponto (0,0), onde anula-se o segundo membro do sistema (2.3.2), é o ponto de equilibrio.
Fagamos a mudanga z; = z ¢ 22 = y. Procuramos a solugdo na forma (8

ki kt
. .

z(t) = aye y(t) = age
Para definir & obtemos a equaqao caracteristica [2], [7], {8], |19

ay —k aiz
ag1 ag — k

’ =0, (2.3.3)

e determinamos as suas raizes k; e ky. Assim, distinguem-se os seguintes casos:

Caso 1. As raizes ki e ks da equagdo caracteristica (2.3.8) sio reais e distintas.

Neste caso a solugdo geral do sistema (2.3.2) tem a forma (1], [2]

z(t) = Arefrt + Ayeket,
(2.3.4)
y(t) = BieMt + Byelet,

onde dois dos quatro coeficientes sdo arbitrarios.

{a) Se k; < 0, k» < 0, cntdo z ¢ y tendem para zero quando ¢ — +oo, portanto o
ponto (0,0) é assimptoticamente estavel (no6 estavel, Fig. 2.7).

(b) Se k; > 0, ky > 0, entdo z e y tendem para oo quando t — +o0, portanto o ponto
(0,0) ¢ instavel (né instavel, Fig. 2.8).
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(c) Sc ky >0, ky <0, o ponto (0,0) ¢é instavel (ponto sela, Fig. 2.9).
(d) Se ky =0, kz > 0, o ponto (0,0) é instavel.

(e) Se k; =0, k2 <0, o ponto (0,0) & estavel, mas ndo assimptoticamente.

/

bV
\

)

Fig. 2.7 Fig. 2.8 Fig. 2.9

Caso 2. As raizes da equagdo caracteristica (2.3. 8) sio compleras ky =p+qi, k2 =p— qi.
Neste caso a solugio geral tem a forma [1], (2]
z(t) = e”(A) cos gt + Az singt),
y(t) = e?( By cos gt + By singt).

(a) Se p <0, g#0,0ponto (0,0) & assimptoticamente estavel (foco estavel, Fig. 2.10).
(b) Se p >0, ¢ #0, o ponto (0,0) & instavel (foco instével, Fig. 2.11).
(c) Se p=0, ¢#0, o ponto (0,0} & estavel (centro, Fig. 2.12).

y Ya
f
xr

Fig. 2.10 Fig. 2.11 Fig. 2.12

K=
3
>
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Caso 3. A raiz é dupla: ky =ko = k.

A solugéo tem a forma {1], |2

(a) Se k < 0, o ponto (0,0)
(b) Se k>0, o ponto (0,0)
(¢) Se k=0, o ponto (0,0)

Lﬂ(t) = Bkt(Al + Agi),
'y(t) = ekt(Bl + Bgt)

é assimptoticamente cstavel (né cstavel, Fig. 2.13).
& instavel (n6 instavel, Fig. 2.14).

é estavel.

¥4 Vi
r:r - ja ,ZE
Fig. 2.13 Fig. 2.14

Exemplo 2.3.1. Determinar o caracter do ponto de equi-
librio {0,0) do sistema R P T )
1 P AA At e e R TRTRTR WA Y
1542 22 A5 rr 2 e o e WY
:‘i: A A I I \.s\\\‘.\l

r PRI R R R R NN Y . .
. il f,‘:.’)r)a ------- \::\::
y I F A Y N A S L L Y S T Y
asq{t r v 2 r s . [T Y
I I I R Y
- -~ - . x T [ T T O + LR
Solugdo. Neste caso a equagdo caracteristica ¢ lﬂ Pr it e A |
L I T S S R FEFEFEFEFEFEE §
!.051\\\\~‘ ------ PRV A A
—k 1 L O R O A A FAFEFEFEFEr] L
9 N naee ..

e K4 1=0. SR coive
—_— —_ L T N EEd
T R R A R A oA
[ LR W W N NP - P R a4
-, ~ . . - = L N R e e et L S O
s Jr g 10E -_— S¢ ’ > " 2 !
As raizes da equagao caracteristica k; o = =1 sao puramente YN T R YN

imaginérias. Assim, o ponto de equilibrio é estdvel e esta
no centro (a Fig. 2.15 ilustra com clareza esta situacdo). B Fig. 2.15
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Exemplo 2.3.2 Caracterizar o ponto de cquilibrio (0,0) do sistcma
T = Jdr+y,
¥ = —2r+uy.

Solugao. A equagao caracteristica é

-k 1

— 2 _ —
91—k =0, ou k°—4k+5=0.

Como as raizes da equacio caracteristica sdo complexas (k; = 2 —i e ky = 2+ 1) e porque
p =2 > 0, cntdo o ponto (0,0} é um foco instavel (a Fig. 2.16 ilustra com clarcza esta
situagdo).

L S S T U R T A Ealadie B s e
L O e R e
K- AN SRS N S B R e T
! L N C R e i e T
J L S ERE e T Tt
A L L ) e e B )
NN NN A R BT SN
R A I T )
N Y A
L S RIRSE N Y
L PR W N
L N . T L B T ) L T T T
¥ 12 LN NP, N NN NN
A n n o T o N R e N
. G N T N S LI T T T T R Y
L I O O NN
G LTI R e S T TR TR 4
S e e e e e e e s s Y WY Yy
RN P ST T I T T T T
2 e I I N "
1 -2 _-13 v 03 __©o__ 05 115 2
Fig. 2.16

Exemplo 2.3.1. Investigar o ponto de equilibrio da equagio de oscilagbes elasticas (7]

d*z de
—dt— + QCEE +pz=0 (2.3.5)

em funcao do pardmetro a (@ > 0) que representa o atrito ¢ a resisténcia do meio.

Solugao. A equagio (2.3.5) é equivalente ao sistema de equagdes

T =1y,
2.3.6
v = —fF% — 2ay. ( )
Daqui,
-k 1 9 2
B 20—k =0, ou k°+20k+p°=0.
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Logo,
kio=—a+ VA, onde A=a?—pg% (2.3.7)

Distinguem-se os casos:

{a) a =0 {nao existe resisténcia do meio).
Da equagdo (2.3.7) resulta &, = +iF. O ponto de equilibrio é estavel, trata-se de um
centro (todos os movimentos siao periodicos).

(b) o >0, A<0.
As raizes ky, ko sdo complexas conjugadas, com Re k; < 0 (j = 1,2). Logo, o ponto de
equilibrio € um foco estével (as oscilagbes sao amortecidas).

{¢) « <0 (“atrito negativo”), A < 0.
As raizes k), k; sdo complexas conjugadas, com Re k; > 0 (j = 1,2). Logo, o ponto de
equilibrio ¢ um foco instavel.

(d) @>0, A >0 (aresisténcia do meio é grande, a > 3).
As rafzes k;, ko s@o rcais negativas. O ponto de equilibrio & um no estavel (todas as
solugdes sdo movimentos amortecidos e ndo oscilantes).

() a <0, A >0 (grande “atrito negativo”).
As raizes k;, ko sdo reais positivas. O ponto de equilibrio é um no instavel. B

Teorema 2.3.1. Sejam ky e ky as raizes da equagdo caracteristica

4n = k M2 = 0, o kz — (au + agg)k + ((111(122 - (1‘.120121) =0 (238)
21 axp —k
do sistema binear
2
Bo= Y ayz;, =12, (2.3.9)
j=1

onde ay3a20 — a12a21 # 0. Entdo o ponto de equilibrio (0,0) é:

(a) assimptoticamente estdvel se as partes reais de ky e ky sdo ambas negativas,
(b) estdvel, mas ndo assimptoticamente estdvel, se as partes reais de k; e ky sGo ambas nulds.

(c} instdvel se ky e/ou ky tém a parte real positiva.
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Em geral, para o sistema de equagdes lineares homogéneo de coeficientes constantes 8]

;m=§:%ﬁﬁ i=1,2....n, (2.3.10)
j=1
a equacao caracteristica &
a1 — k a1n R Qin
a age — k... a
A o ool =0 (2.3.11)
@n1 (2 e Opn — k

Neste caso tem lugar o seguinte teorcma:

Teorema 2.3.2.

(a) Se as partes reais de todas as raizes da equagdo caracteristica (2.3.11) do sistema (2.3.10)
s@o negativas, entdo o ponto de equilibrio z;(t) =0, i=1,2,...,n, € assimptoticamente
estduvel.

(b) Se a partle real de pelo menos uma raiz da equagdo (2.3.11) é positive, Re k; = p; > 0,
entdo o ponto de equilibrio z;(t) =0, i=1,2,...,n, do sistema (£.3.10) € instdvel.

Exemplo 2.3.2. Verifique a estabilidade do ponto de equilibrio do sistema

t= -z + =z,
y= -2y - z
z= y — =z

Solugio. Escrevendo a equagdo caracteristica do sistema obtemos

11—k 0 1
0 -2—k ~1{=0,
0 1 —1~k

3, .v3
ou (14 k)(k® 4 3k + 3) = 0. As raizes desta equagio sao ky = —1 ¢ kg3 = —3 + 1% e tém a
parte real negativa. Logo, o ponto de equilibrio deste sistema & assimptoticamente estiavel. M
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2.4 Estabilidade de sistemas diferenciais lineares com ma-
triz quase-constante

Teorema 2.4.1. Consideremos o sistema [2], [4], [19]
i = Az, (2.4.1)

onde A é uma matriz de dimensdo n x n. Suponhamos que (2.4.1) € estdvel quanto t — +00.
Enido o sistema

i =4+ By, 2.42)
onde B(t) € Clyg 400] €
[ 15 < o0, (243)
to

é também estdavel quande t — +00.

Demonstragido. Sem limitacdo da sua esséncia fagamos #; = 0. Suponhamos que X(t) é
a matriz fundamental do sistema (2.4.1) tal que X(0) = E. Considerando a expressio B(t)y
como o membro livre na equagio (2.4.2) e aplicando o método de Lagrange de variagdo de
constantes [1], [19] obtemos que cada solugéo y(t) satisfaz a equagio integral

y(t) = X (t)y(0) + /X(t — s)B(s)y(s)ds, t=0. (2.4.4)
Daqui,
Nyl < IX OO +fl1X(t = ) B()llly(s)lds-

Como o sistema (2.4.1} é estavel, entdio a matriz X(t) € limitada, isto &, [|[X(¢)|| < &k,se ¢ 2 0.
Deste modo,

Iyl < klly (Ol + kaIB(S)IHIy(S)II_dS-

Usando o lema de Grénwall-Bellman, teremos

Iy < kly©)l exp | & / 1B()llds | < Klw(O)flexp | & ] 1B(s)lids | < oo.
0 4]

Consequentemente, o sistema (2.4.2) ¢ estavel quando { — +co. W
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Teorema 2.4.2. Se a matriz A € constante € o sistema
T = Az (2.4.5)
¢ assimptoticamente estdvel quando { — +00, entdo o sistema linear
y = [A+ B(t)]y, (2.4.6)
onde B(t) € Clgoq) € B(t) — 0 se t — oo, € também assimptoticamente estdvel.

Demonstragdo. Pelo facto do sistema (2.4.5) ser assimptoticamente estavel, entao as raizes
caracterfsticas A;(A), j =1,2,...,n, da matriz A possucm partes reais negativas. Colocamos

o = maxReX;(4) <0, j=12,...,n, (2.4.7)
2

e escolhemos um £ > 0 tal que & valida a desigualdade
a+ 2 < 0. (2.4.8)

Na equagéo (2.4.6) fazemos a mudanga de varidvel
y=eMz (2.4.9)
Entao,
g = eMs + AeMz = [A+ B(t)]e™z

e, consequentemente,
i =e A B(t)eMz.

Passando a equagao integral teremos

t

z(t) = z(tg) + /e'AsB(s)eAsz(s)ds.

to

Daqui, tendo em conta que y(io) = e*°z(ty) € na base da formula (2.4.9), para a solugio y(t)
obtemos a equagdo integral

11

J(E) = Ay () + [ A9 Bu(a)ds.

to

Fazendo a avaliagdo segundo a norma, sc ¢ > t, obtemos

()l < ety )l + / He =1 B()lly(s)lds.
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Temos, para ¢t = 0,
et < celo

onde ¢ = ¢(g) & uma certa constante positiva. Assim,

ly(DIl < clly(to)lel ) + / cele+ = B(s) |y (s)lds,

ou
t

ey ] < elyltolle 9 + [ B uls)hds
ta
Daqui, usando o lema de Grénwall-Bellman, teremos
t
e~ (1) < elly(ta) e exp / cl| B{s)llds
ta

Consequentemente,

(ccte)(t-to)e [ I1B()lds
tg .

ly(Ol < cliy(to)lle (2.4.10)

Usando a regra de L'Hospital® [1], e tendo em conta as condigdes do teorema, obtemos

jHB(S)HdS

to

lim = lim =
tooo  t—1p t—oo 1

Por iss0 mesmeo,
i
/ 1B(s)jids < e(t — to)
to

se t > T. Daqui, a desigualdade (2.4.10) toma a forma

lv@Il < cliy(to) e,
se t > T, logo, devido a (2.4.8), para qualquer solugao y(t) do sistema (2.4.6) éjustaa igualdade

lim y(t) = 0.

t—oo

Deste modo, o sistema (2.4.6) € assimptoticamente estavel. ]

3Cuiliaume Frangois A. de L'Hospital (1661-1704) — matemético francés
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Capitulo 3

CRITERIOS CLASSICOS DE ESTABILIDADE

3.1 Critério de Hurwitz

Considereinos a equagao diferencial linear com coeficientes reais constantes [7], [8]
agy(") + a,y("_l) + -+ aply = 0, Qg > 0. (311)

A solucdo nula y = 0 da equagdo (3.1.1) é assimptoticamente estavel se todas as rafzes da
equagio caracteristica 7], (8]

FN =g A"+ A"+ 4a, =0 {(3.1.2)

tiverem a parte real negativa.

Do ponto de vista de aplicagdo, grande importincia jogam as condigdes necessria e suficiente
para que todas as rafzes da equagao algébrica (3.1.1) se encontrem & esquerda do cixo imagi-
nario (no caso das equagdes de 1° e 2° graus esta condigdo é também suficiente). As condigdes
necessaria e suficiente para que sejam negativas as partes reais da equagdo (3.1.2) foram esta-
belecidas por Hurwitz!.

Critério 3.1.1 (de Hurwitz). Para que todas as rafzes da equagdo (3.1.2) tenham partes reais
negativas € necessdrio e suficiente que sejam positivos todos os menores principais da matriz

YAdolf Hurwitz (1859-1919} — matemético alenio
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de Hurwitz |7), (8]

Definigao 3.1.1. Diremos que o polindmio f()\), de grau n > 1, é estdvel (8], se todas as
suas raizes Ay, Az, ..., A, tém as partes reais negativas: Re A; < 0, 7 =1,2,...,n, isto €
todas as raizes do polindmio encontram-se no semi-plano esquerdo.

! A matriz de Hurwitz compde-se do seguinte modo: na diagonal principal situam-se os coefi-
cientes do polinomio {3.1.2), a partir de @, até a,. As colunas sdo compostas, alternadamente,
pelos coeficientes de indice impar e pelos coeficientes de indice par {contando-se, entre estes
altimos, o coeficiente ag). Todos os restantes elementos da matriz, correspondentes a indices
menores que 0 ou maiores que n, sdo nulos. Deste modo, os menores principais da matriz de
Hurwitz tém a forma

a; Qg 0 o0 ... 0

ay ag O as az ay ag ... QO

AI = ap, Agi @ o , A3= y s AY,..., An= s @4 az a2 ... 0
4 G2 as a4 03

0 0 0 0 ... ag

O algoritmo para construir a matriz de Hurwitz (na linguagem Visual Basic 6.0) estd ilustrado
abaixo.

Sub Build_Matrices()
For n=1 To System_DIM ’System_DIM & o grau da equagio
For m = 1 To System DIM
If (n Mod 2 = 0) Then
If (2*m-n>= 0 And 2*m-n<= System_DIM) Then
Matrix_A(m, n)=Val(Text3(2 * m - n)) 'Text3(.) &
onde estdo guardados os coeficientes da equagdo
Else
Matrix_A(m, n) = 0
End If
Else
If (2*m - n>0 And 2*m-n<= System_DIM) Then
Matrix_A(m, n)=Val(Text3(2 * m - n))
Else
Matrix_A(m, n) = 0
End If
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End If
Next m
Next n
End Sub

A condi¢io de Hurwitz tem o seguinte enunciado: para a estabilidude assimptdtica da solugao
y =10 da equacdo (3.1.2) € necessdrio e suficiente que sejam satisfeitas as desigualdades

A >0, Ay>0, ..., A,>0 (3.1.4)

Notemos que, uma vez que A, = a,A,_;, entdo a condi¢do A, > 0 pode ser substituida pela
exigéncia a, > 0. Se encontrarmos um menor principal negativo, entdo conclui-se que a solugao
& instavel e ndo é necessario prosseguir os cilculos. O algoritmo para as condigdes necessaria e
suficiente de Hurwitz para a estabilidade assimptotica da equagdo (3.1.1) esta indicado a seguir.

Sub respostas()

Dim ¢ As Integer

c=0

For i = 0 To System_DIM - 1
Label1(i).Caption = "D" & System_DIM - i

Next i

For k = 0 To System DIM - 1
Text2(k).Visible = True

Next k

‘Para mostrar a solugfo: estavel/instavel

For n = 0 To System_DIM
If (CDbl(Text2(j).Text) < 0) Then

c=c+1

End If

Next n

If ¢ > 0 Then
Labeld4.Caption

"A solugdo nula da ED & instavel."

Else
Labeld.Caption = "A solugdo nula da ED & assimptoticamente estavel."”
End If
End Sub
Neste algoritmo Text2(j).Text é onde estdo guardados os valores de Ay, Ay, .... Os célculos

podemn ser efectuados do seguinte modo: comega-se por escrever o menor principal A, de maior
dimens#o. Depois calculamos, sucessivamente, os menores A, _q, Apn_g, € etc.

O algoritmo completo que permite testar a estabilidade da solugio nula de uma dada equagao
diferencial est ilustrado abaixo.

Private Sub Form_Load()
Me.Left = (Screen.Width - Me.Width) / 2
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Me.Top = (Screen.Height - Me.Height) / 2
For n = 1 To 6

Combol.AddItem n ’Coloca opgdes 1-6
Next n Combol.Text = 2 ’'Dimensdo padrdo
Call Hide_Show_Textboxes

Sub Private Sub Combol_Click{)
Call Hide_Show_Textboxes
Sub Hide_Show_Textboxes()
System_DIM = Val(Combol.Text) ’dimensdc da equagdo
For n = 0 To 24 'Esconde a matriz
Text1(n).Visible = False
Next n
'Esconde os campos dos Coeficientes
For n = 0 To 5
Text3(n)}.Visible = False
Next n
'Esconde os valores dos determinantes
For n = 0 To 4
Text2(n).Visible = False
Next n
For n = 0 To 5 ’Esconde os y
Labelli{(n).Visible = False
Next n
! Mostra os y necessarios
For n = 0 To System_DIM
Labelll(n).Visible = True
Next n
'Esconde os D que acompanham os determinantes
For i = 0 To 4
Labell(i).Visible = False
Next i
'Esconde os a0..a5 que acompanham os coeficientes da equagdo
For 1 = 0 To b
Label5(i).Visible = False
Next i
‘Esconde onde aparece a solugio
Label4.Visible = False
For n
= 0 To System_DIM
Text3(n).Visible = True
Next n
'Mostra os D que acompanham os determinantes
For i = 0 To System_DIM - 1
Label1(i).Visible = True
Next i
'Esconde os a0..a5 que acompanham o¢s coeficientes da equagdo
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For i = 0 To System_DIM
Labelb(i) .Visible = True
Next 1
For 1 =0 To 4 9
Labell3{i).Visible = False
Next 1
For i = 0 To System_DIM - 1
Label13(i).Visible = True
Next i
Label4.Visible = True
For i = 0 To System_DIM - 1
Labell3(i).Caption = "(" & System DIM - i & ")"
Next i
End Sub
'Constroi a matriz de Hurwitz
Sub Build_Matrices{) For n = 1 To
System_DIM
For m = 1 To System_DIM
If (n Mod 2 = 0) Then
If (2*m-n>0And 2 *m - n <= System_PIM) Then
Matrix_A{m, n) = Val(Text3(2 * m - n))
Else
Matrix_A{m, n) = 0
End If
Else
If (2 m-~n>0And 2 * m - n <= System_DIM} Then
Matrix_A(m, n) = Val(Text3(2 * m - n))

Else
Matrix_A(m, n) = 0
End If
End If
Next m
Next n
End Sub

Private Sub cmdShow_Click()
Dim ¢, i As Integer

c =0
For i = 0 To System_DIM
If Text3(i).Text = "" Then
c=c¢c+1
End If
Next i

'verifica se todos coeficientes foram introduzidos

If ¢ > 0 Then
message$ = "Ocorreu um erro. Verifique se todos os campos foram preenchidos.”
response = MsgBox{message$, vbCritical)

Else
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‘Continua se ndoc encontrar nenhum campo ndc preenchido
For n = 0 To System_DIM - 1
For k = 0 To 5 * (System DIM - 1) Step 5
Textl(n + k).Visible = True
Next k
Next n
Call Build_Matrices
Call Build_Triangular_Matrix
i=20
’Copia e mostra os coeficientes da matriz de Hurwitz
For n = 1 To System_DIM
For m = 1 To System_DIM
Text1((n - 1) = 5 + (m - 1)).Text = Matrix_A(n, m)
i=1+1
Next m
Next n
End If End Sub
Sub Build_Triangular Matrix() ’Cria matriz Triangular e calcula
'determ.
For n =1 Te 10
For m = 1 Te 10
Triangular_A(m, n) = Matrix_A(m, n)
Next
Next
'Triangulariza a matriz Matrix_A
For k = 1 To System_DIM - 1
If Triangular_ Ak, k) = 0 Then
For n = k To System_DIM
If Triangular_A(n, k) <> 0 Then line_1 = n: Exit For
Next n
For m = k To System_DIM
temporary_1 = Triangular A(k, m)
Triangular_A(k, m) = Triangular_A{(line_1, m)
Triangular_A(line_1, m} = temporary_l1
Next m
End If
For n = k + 1 To System_DIM
If Triangular_A(n, k) <> 0 Then ’'Se for zero, nio mudar
multiplier_1 = Triangular_A(n, k) / Triangular_A(k, k)
For m = k To System_DIM + 1
Triangular_A(n, m} = Triangular A(n, m) - Triangular Ak, m) *
multiplier_t

Next m
End If
Next n
Next k

'Calcula determ.
For k = 0 To System DIM - 1
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Determinant_1 = 1
For n = 1 To System_DIM - k
Determinant_1 = Determinant_1 % Triangular_A(n, n}
Next n
Text2(k) .Text = CStr(Determinant_1) ’Mostras os val. dos determinantes
Next k
Call respostas
End Sub
Private Sub cmdClear_Click{() 'Apaga todos oS campos
Dim i As Integer
For i = 0 To System_DIM
Text3(i) .Text = ""
Next 1
For n = 1 To System_DIM
For m = 1 To System_DIM
'Textl((n - 1) * 10 + (a - 1)) .Text = ""
\ Texti((n - 1) * System DIM + (m - 1}}.Text = ""
i=41i+1
Next m
Next n
For i = 0 To System_DIM - 1
Text2(i).Text = "
Next i
For k = 0 To System_DIM - 1
Labell(k).Caption = ""
Next k
Label4.Caption = ""
Combol.Text = 2
End Sub
'Para sair do programa
Private Sub cmdQuit_Click()
¥ End
End Sub
Sub respestas{)
Dim ¢ As Integer
c=10
For i = 0 To System_DIM - 1
Labell(i).Caption = "D" & System DIM - i
Next i
For k = 0 To System_DIM - 1
Text2(k).Visible = True
Next k
'Para mostrar a sclugdo: estadvel/instavel
For n = 0 To System_DIM
If (CDbl(Text2(j).Text) < 0) Then
c=c+1
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End If
Next n
If ¢ > { Then

Label4.Caption = "A soluglo nula da ED & imnstavel."
Else

Label4.Caption = "A solug8o nula da ED & assimptoticamente estéavel."
End If
End Sub

Basicamente, a forma gréfica do algoritmo anterior, ilustrada na Fig. 3.1, funciona do seguinte
modo. Inicialmente escolhe-se o grau e seguidamente preenchem-se os coeficientes da equagao.
Ao clicar no botao Matriz de Hurwitz aparece a matriz de Hurwitz e os determinantes na
ordem decrescente assim como a classificagio da solugao da equacao.

& R o e S o Lol

CRITERIO DE HURWITZ

amteqari: {7 -]
D ow o2
Coakrescaeqagds: [y [y |y

Matviz de Hurwitz |

Detarminaries ta Martr:
SolucHo:

Exemplo 3.1.1. Ao investigarmos a estabilidade da solugéo nula da equaggo
y'V + 2" + 4y + 2y + 5y = 0,
decterminamos a equagdo caracterfstica
A+ 2X% +4X% 420+ 5 =0.
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Neste caso, ag =1, a1 =2, ap =4, a3 =2, a4 = 5 ¢ assim,

O RN
[
b O
o = O

Ay = = ~40 < 0.
0005

Como A4 < 0, entdo a solugio nula & instavel. A Fig. 3.2 mostra a forma computacional deste
exemplo. B

Q- - GOy e e ) B O

CRITERIO DE HURWITZ

Grau da equagho: {4 -]
a0 ) sl ™ a2 @ (%] M [ad
Coknndaogagie: Iy 2 y @ 0y 2 y By

{(Maiz de Horwitzl]
Eppp
e
O
I I

o4 D3I D2 D

Dty [@0 [ [ 7

SolucHo: A solugio nula da ED & inzthvel.

“ﬂhl Sa l

Fig. 3.2

Exemplo 3.1.2. Ao examinar a estabilidade da solu¢io nuia da equagio
3 +y"V + Ty + 4y + 104 + 3y =0,
vé-se claramente que a equagio caracteristica tem a forma
AP X TAR 44N 10X+ 3 = 0.

Aqui, aqg =1, a1 =1,a, =7, a3 =4, ag = 10 ¢ a5 = 3. Assim, os menorcs principais da
matriz de Hurwitz serao:

1 1.0 0 0 110 0
4 7 1 10 4 7 1 1
Ay=1(3 10 4 7T 11=24>0, A4= =8> 0,
3 10 4 7
0 0 3 10 4 00 3 10
0O 0 0 0 3
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0
1 11

1 1

3 10 4

=5>0, A2=’

1=3>0, A=1>0.

Daqui, A >0, Ay >0, Az >0, Ay > 0, As > 0 e, por conseguinte, a solugao nula y =0 é
assimptoticamente estdvel. A Fig. 3.3 mostra a forma computacional deste excmplo. W

(o ettt o o AR o Rk

CRITERIO DE HURWITZ

oz aqecda: 5]

) al ) a3 al

5
Costclorts o wepado: l—y iy l_y fl_ymﬁrymﬁ_y

Matriz de Hurwitz

i
-
o
-
T

04 DI D2

o L

Solucdo: A solugBo nola da ED & assimptoticamants estavel.

Hcod'rl Sa I

)=

ENEN
SRR
T

=)

”"l*"]—‘j*‘ﬂ

~l=2

Fig. 3.3

3.2 Critério de Lienard—Chipard

Consideremos a equagao diferencial linear com coeficientes reais constantes {7}, [8]
top™ + g™V 4ty =0, (20> 0), (3.2.1)
e a equagdo caracteristica (7], [8] da equagéo (3.2.1)
A =aX +a 3" 4+t a, =0 (3.2.2)

Se os coeficientes da equagao (3.2.1) sdo nimeros constantes, entdo as condigdes (3.1.4) verificam-
se facilmente. Se os coeficientes da matriz (3.1.3) contém parametros literais, entdo o calculo
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dos detertninantes para k grande é muito trabalhoso.

Pode-se mostrar que se as condigdes (3.1.4) forem cumpridas, entdo todos os coeficientes do
polinémio (3.2.2) sdo positivos:

ap >0, a1 >0,...,a,>0. (3.2.3)

As condigoes (3.2.3) sdo necessarias, mas nao sao suficientes para que todas as raizes da equagao
{3.2.2) se situem no semi-plano esquerdo ReA; > 0, ¢ = 1,2,...,n. Embora se cumpram as
condigoes (3.2.3), as desigualdades (3.1.4) nao sdo independentes. Assim, por exemplo, para
n = 5 as condigbes de Hurwitz reduzem-se as desigualdades Ay > 0, Ay > 0. Os trabalhos
de Lienard e Chipard d&o a possibilidade de determinar outras condigoes de estabilidade, nos
quais o nimero de desigualdades de determinantes sdo menor que os das condigdes (3.1.4).

Critério 3.2.1. Para gue o polindmio
SN =aA "+ X"+ +a, =0

tenha todas as raizes com as partes reais negativas, € necessdrio e suficiente que:
1) todos os coeficientes do polinémio f(A) sejam positivos:
ap >0, a1 >0, ..., a,>0;
2) tenham lugar as desigualdades

An—1>0: An_3>0,....

Aqui, Ay é o determinante de Hurwitz de ordem k. Do Critério 3.2.1 concluimos que, se todas
condicdes se cumprem, a solu¢io trivial da equagdo (3.2.1) é assimptoticamente estavel.

Exemplo 3.2.1. Na equacdo y'Y +7y" 4 12y" +23y + 10y = 0, com equagao caracteristica
MATA +12X 2+ 230+ 10=0,0onde aqp =1, a; = 7, az = 12, a3 = 23 e ag = 10, estdo
cumpridas as primeiras condigdes do critério de Lienard-Chipard. Como

71 0
A;=1|23 12 T|=140>0, A, =1>0,
0 10 23

isto &, cumprem-se as condigdes 2), entdo a solugdo trivial & assimptoticamente estdvel. W
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3.3 Critério de Mikhailov

Consideremos uma equagao diferencial de ordem n com coeficientes constantes reais {8]

ﬂo’y(n) + aly(ﬂ_l) + - -+ a,y = 0 (331)

O problema sobre a estabilidade de solugio da equagéo diferencial (3.3.1) reduz-se ao problema
da disposicdo de raizes da equacdo caracteristica [7], [§]

oA + A+t a, =0, (3.3.2)

no plano complexo. Este problema resolve-se usando o critério de Mikhailov, que permite
determinar a disposiciao das raizes da equagao (3.3.2) no plano complexo e, por conseguinte,
investigar a estabilidade da solugdo nula da equagio (3.3.2).

Seja dado o polindmio caracteristico

FOO = aoA* + a A" - ap A+ an =0, (3.3.3)

Considerando A = iw, obtemos
fliw) = u(w) + tv{w), (3.3.4)

onde ) )
w{w) = Gy — Gpoow” + Gp_gw® — -

(3.3.5)
'U(UJ) = a’"—lw - %—30)3 + aﬂ—5w5 —_——

A grandeza f(iw), conforme (3.3.4) e (3.3.5), para o parimetro
dado w, pode ser representado no plano complexo uOv na forma
vectorial. Quando o pardmetro w varia no intervalo (—00, +00)
o outro extremo deste vector descreve uma certa curva chamada
curva, de Mikhailov (Fig. 3.4).

y4\

Ao variar w de —oo até +oo o vector f(iw) gira num certo
angulo ¢. Sc o polinémio f()\) tem m rafzes com as partes reais
positivas e as restantes n—m raizes com as partes reais negativas,
entio

1

¢ = (n—m)r +m(—n) = (n - 2m)m. (3:3.6) Fig. 3.4
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Observagao 3.3.1. Uma vez que a fungdo u(w) é par, entdo a curva de Mikhailov é simétrica
em relagao ao eiro uQOv, portanto € suficiente construir wma parte da curve de Mikhailov que
corresponde & variagéo do pardmetro w de 0 a +o0. Assim, a formula tomard a forma

@:(n—m)—g—i-m(—g) =(n—2m):g-. (3.3.7)

Para a estabilidade da solugdo da cquagio (3.3.1) ¢ necessério ¢ suficiente que todas as raizes
da equagdo caracteristica f(A\) = 0 tenham as partes reais negativas, isto &, na formula (3.3.6)
tem-se m = (. Daqui, segue o seguinte critério:

Critério 3.3.1 (de Mikhailov). Pare a estabilidude da solugio nula da equagio (3.8.1) €
necessdrio e suficiente que:

(1) o dngulo de rotagdo do vector f(iw), quando w varia de 0 a 400, seja igual a ¢ = ng,

isto €, que o vector efectue 1 voltas no sentido anti-hordrio;

(2) o hoddgrafo de f(iw), quando w varia de 0 a 00, ndo passe pela origem (0,0).

Por outras palavras, para a estabilidade da solugio da equago (3.3.1) é necessdrio e suficiente
que a curva de Mikhailov percorra consecutivamente n quadrantes da direita para a esquerda,
rodando sempre & volta da origem das coordenadas.

Do exposto anteriormente resulta que, para a cstabilidade da equagao (3.3.1) & necessério (e
quando a curva corre da direita para a esquerda também & suficiente} que todas as raizes das
equagdes u(w) = 0 e v(w) = 0 sejam reais e intercaladas umas com as outras, isto &, que entre
cada duas raizes de uma equagdo deve encontrar-se uma raiz da outra.
Exemplo 3.3.1. Examinando a estabilidade da solugdo nula da equagéo
IV i " i _

vty +4y +y +y=0,

determinamos a equagao caracteristica

SOV = X+ X8 +43+ 2 +1=0.
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Daqui, resuita
flw) =w? —iwd — 4? +iw+1,
u(w) = wt — 4? + 1,
v{w) = —w +w=w(l —wl(l +w).

Construimos uma tabela dos valores das fungdes u = u{w) e v = v(w), quando 0 € w < +00.
wl|0|v2- \/§ 1| vV2+V3

u 0 -2 0
v|0 + 0 —

—

Neste caso temos liT Z = 0. A curva de Mikhailov csta representada na Fig. 3.5.
w-=—+0ca 1L

yA
) 1 T
Fig. 3.5
. ~ : .. T T .
O angulo de rotagdo do raio-vector é igual a ¢ = 4-— = (n — Qm)E. Daqui, uma vez

que 7~ 2m = 4, n = 4, conclui-se que m = 0, pelo que todas as raizes do polinémio
caracteristico se situam no semi-plano esquerdo do plano complexo. Por conseguinte, a solugio
nula é assimptoticamente estavel. H
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Capitulo 4

W -METODO. D E C ESTABILIDADE

4.1 Definicoes béasicas

Sejam X e Y dois espagos de Banach, A: X — Y & um operador linear limitado, A* &
um operador conjugado em relagdo ao operador A.

Diremos que o operador A (a equagio Az = y) & normalmente solivel, se o seu contradominio
R(A) éfechado, isto &, R(A) = R(A) [6]. Se o operador A (a equacdo Az = y) é normalmente
solivel e dim Ker A < oo, dim Ker A* < oo, entdo diremos que ele (ela) é noetheriano(a,).

Se o operador A (a equagdo Az = y) é noetheriano(a) e o seu indice, isto &,
ind A E dim Ker A—dim Ker A®

é igual & zero, entdo ele {ela) chama-se operador (equagio) de Fredholm (6], [13].

O operador linear C, que actua do produto directo X; x X; de espagos lineares X; e X,
no cspago linear Y, define-se pelo par de operadores C; : Xy — Y e G : Xz — Y tal, que
C{$1,$2} = CIZE] -i—CQ.’L'Q, ry € Xl, Tg € Xg, onde Cyz; = C{.’E],O}, Coxg = C{O,:Eg} Tal

operador denotaremos por C {C1, G}

O operador linear F, que actua do espaco linear X no produto directo Y; x Y, dos es-
pagos lineares Y, e Y, define-se pelo par de operadores 7} : X — Y, F : X — Y, tal,
que Fz = {F iz, For}, x € X. Este operador denotaremos por F X [F1, F2]. Segundo [13,
a equagdo Lz = f chama-se equagdo linear diferencial funcional ebstracta, onde £: D w— B é
operador linear limitado, D e B sio espagos de Banach, sendo o espago D(L, B) isomorfo ao
espaco de Banach B x R".
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Seja 7 % {A,Y}: B x R* — D um isomorfismo algébrico e g e [6,7] : D~ B xR". As

normas nos espagos B x R? e D definiremos do seguinte modo:

1z, B lexge Z Nizlls + 18, lzlo = [6z]ls + [ral-

Neste caso os espacos B x R? e D sao isométricos.

Tendo em consideragio que os operadores limitados J e J —! sa0 mutuamente invertiveis,
entao
r=Adéz+Yrz, z€D, (4.1.1)

SAz+YB) =z r(Az+YB) =25, {2 8} € B xR™

Destas igualdades conclui-se que
Ad+Yr=I16A=16Y=0,7A=0,7Y =1

Vamos identificar o operador Y : R® — D com o vector (yi,. .- ), €D, i=1,...,n tal,
que

YBE S ys, B=col{Bi,.... 5}
i=1

Aplicando o operador £ & ambas as partes da ignaldade (4.1.1) obtemos a decomposigao

Lz =Qbz + Arz. ' (4.1.2)

Aqui @ 4f A : B — B éa“parte principal”, A el £y . R" — B ¢é a “parte finita” do operador
L. O operador Q : B — B ¢ de Fredholm [6] s6 e sémente s0, quando ele admite a represen-
tagio @ = P71 +V (Q=P'4+Vi), onde P! : BB ¢ operador inverso em relagdo ao
operador limitado P: B— B, V:B— B é¢um operador finito (P; 1. B — B & operador
inverso em relacio ao operador limitado P, : B— B, V- B — B & operador completamente
continuo). O operador Q = I +V & também um operador de Fredholm se uma certa poténcia
do operador V é completamente continuo. Segundo [13], o operador @ = I +V chamaremos
operador candnico de Fredholm, se o operador V . B — B fér completamente continuo.

Teorema 4.1.1. O operador £ : D — B € noetheriano sd e sémenle s, quando a sua parte
principal Q : B — B ¢ noetheriana. Neste caso tem lugar a igualdade ind £ = ind@Q +n.

Teorema 4.1.2. Seja £: D — B um operador de Noether, ind L =n. A dimensdo do nicleo
do operador £ ndo ¢é menor do que n, sendo igual @ n 36 e sémente sd, quando a equagdo
Lz = [ ¢ solivel no espago D, qualquer que seja f € B.
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O espago D define-se pela igualdade D = WB @URY. Se o operador £ actua do espaco D no
espago B e o operador LW : B — B é invertivel ou, pelo menos, é um operador de Fredholm,
entdo a equagdio Lz = f deixa de ser singular.

Seja € = [f1,...,¢n] : D — R™ um vector-funcional linear limitado, a = col{ay,...,@n},
a € R™. Ao sistemna de equagdes
Lz=f {rx=a (4.1.3)

chamaremos problema lineer de fronteira. Este problema podemos escrever numa forma mais
compacta:

(£, €]z = {f, a}.

O caso especifico do problema (4.1.3), quando ¢ = r, chamaremos problema principal de fron-
teira.

Se R(L) = B, dim Ker £ = n, entdo a questdo sobre a resolubilidade do problema (4.1.3)
resume-se & resolubilidade do sistema linear de equagdes algébricas com matriz £X = ({x;),
i=1,...,m,7=1,...,n,onde X = (x;,...,2,) € 0 vector fundamental da equagio Lz = 0.
Realmente, a solugao geral da equagao Lz = f é

.'E:U"FZijj, (4.1.4)
j=1

onde v é a solugdo particular desta equagdo, cy,...,c, sao constantes arbitrarias. Aplicando o
vector funcional £ 4 ambas as partes de (4.1.4) obtemos

n n
ai=€iz:=f,- (U+chmj)=€iv+zcjeixj: t=1,...,m.
j=1 =1

O problema (4.1.3) é tnicamente solivel, para quaisquer f € B e o € R™, $0 e sémente s6,
quando o sistema

n
E ngiﬂ?j:ﬁ,;, z'=1,...,m
j=1

é unicamente solivel, qualquer que seja -] a; — v € RYLi = 1,...,m. As condigbes
necessaria e suficiente para tal solubilidade sdo: m = n e det X # 0. A expressdo det A
chama-se determinante do problema (4.1.3).

Suponhamos que o problema (4.1.3) é Gnicamente solavel, qualquer que seja f € B e o € R".

Denotemos {G, X'} o {L,¢)~'. Entéo, asolugdo z € D do problema (4.1.3) tem a representagio

r=6Gf+ Xa,

50



José Antonio Nhavoto

onde G é operador de Green para o problema de fronteira (4.1.3), X' = (z1,...,%,) é 0 vector
fundamental da equacio Lz = 0, que satisfaz a condigao (X = E, E é matriz unitaria de
dimensao n x n.

Aplicando o vector funcional £ 4 ambas as partes da igualdade {4.1.1) obtemos a decomposigdo

fr = &éx + ¥rz, onde © %' ¢A : B — R” ¢ um vector funcional limitado, ¥ oy R - R®

é um operador finito.

4.2 Construcao de dominio de estabilidade

A teoria de estabilidade de equacoes diferenciais considera o problema de estabilidade com
respeito ao segundo membro f da equagdo (15

Lz =f.

Denotemos por Y a multivariedade linear de fungdes z : {0, 00) — R? absolutamente continuas
em qualquer intervalo finito [0,b], por Z uma multivariedade linear de fun¢ées somaveis z :
[0,00) — R™ em qualquer intervalo finito [0,b]. Suponhamos que Lo : Y — Z ¢ suponhamos
que o problema de Cauchy Lyz = 2z, z(0) = @ tem uma solugdo tnica z € Y para cada
{2,a} € Z x R™ ¢ a solugao tem a representagao [15]

2(t) = / W(t, s)z(s) ds + U(t)e & (W2)(t) + Uz(0))(2) (4.2.1)

na forma explicita. Chamaremos & equagdo Loz = z de equagdo modelo. Seja B C Z uma

multivariedade linear de elementos z € Z. Entdo, (4.2.1) define para cada {z,a} €e BxR" o

elemento z € Y da equacio WB + UR" f D(Lo, B). A multivariedade D(Lo, B) consiste de

todas as solugdes da equagio modelo Loz = z para todo z € B.
Junto com Loz = z considere-se a equagdo Lz = f com o operador linear de Volterra®[14]

L :Y — Z supondo que o problema de Cauchy £z = f, z(0) = o tem a solugdo Gnica z € Y
e para esta solugao é valida a formula de Cauchy

£(t) = f C(t, )7 ()ds + X()2(0) & (CH)(®) + (Xz(0)(®).
)

1Vito Volterra {1860-1940) -— matematico italiano
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A forma explicita dos operadores C: Z - Y e X : R* — Y pode ser desconhecida. Todas as
solucdes de Lz = f para todo f € B consistem na multivariedade linear

D(£,B) =CB + XR".

Diremos que a equagao Lz = f possui Dg-propriedade (a equagio ¢ Dg-estavel) se as multi-

variedades D{Ly, B) e D(£,B) coincidem.

A igualdade D{(Ly,B) = D(L, B) garante a existéncia de mesmas propriedades das solu¢des
de Lz = f. Vamos clarificar o que foi dito com exemplos.

Exemplo 4.2.1. |15] Seja Loz 4 & + 2. Entdo o elemento x € D{Ly, B) tem a forma

t

z(t) =e™* jesz(s)ds +eta.

0
Seja B uma multivariedade dos elementos z € Z tal que sup||z(t)ilgn < oo, e B a mul-
t<0
tivariedade de fungdes da forma z(t) = e~ "y(t}, onde y € BY, 0 < . Entdo a D(L,, B)-
propriedade de Lz = f garante a limitagio de qualquer solugdo (sup||z(t}||lgre < o0 ], se
1<0

B = B® ¢ a existéncia da estimaciio exponencial ||z(t)|lgn < M.e™, se B = B”. Desta
forma D(Ly, BO)— estabilidade garante a estabilidade de Lyapunov de solugoes de Lz = f e
D(Ly, B")- cstabilidade garante a estabilidade exponencial. B

Exemplo 4.2.2. [15] Seja

_ fL‘](t) 1 0 fEl(t) _ Zl(t)
Entdo os componentes z, e z; do elemento z = col{z;,z:} de D(Ly, B} sdo definidos por
. ¢ t
() = e"‘/ ezi(s)ds + e tay, za(t) = e‘/ e °z(s) ds + e'as.
0 0
Neste caso a D(Ly, BY)- estabilidade garante a estabilidade exponencial de solugoes de Lz = f
em relacdo ao primeiro componente. @
Seja V um espago de Banach de fung¢es z : [0,00) — R! com a norma || - ||y. Diremos que
a equagdo Lz = fé V- cstavel, se a solugio z do problema de Cauchy Lz = f, z(0) =
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pertence a V para cada {f,a} € B x R" e esta solugdo depende continuamente de f e a:
para qualquer £ > 0 existe 6 > 0 tal que ||z — z1||v < €, se ||f — fille <9, ||a — ay|lzn < &,
onde z; & a solugao do problema de Cauchy £z = f;, z(0) = a;.

A V - estabilidade significa que D{£.B) C V ¢ os operadores C: B -V ¢ X : R* — V sio
limitados.

Além da continuidade de D{£,B) C V), existe uma constante & > 0 tal que ||z||lv <
k||z||p(c,my- Realmente, seja

k = max{|[Cliz—v, [|X|[rr—~v}-
Se z e D(L£,B), s =Lf + X,
|lzilv < k(IS8 + llallrn) = (|| £]is + ||odign) = kl|2]lnzB).

Lema 4.2.1. Seja £ : D(Ly, B) — B e limitado, a equagio Lz = f é Dq - estdvel e D(L£y, B) C
V continuo. Entdo a equagio € V - estdvel,

Demonstracgao. E suficiente provar a limitagio de C: B — V.e X : R* — V. Uma vez que
a equagio & Dy— estavel os operadores € : B — D(L£y,B) e X : R* — D(Ly, B) sao limitados.
D(Ly,B) C V & continuo devido as condi¢des. Consequentemente,

IC/1lv < KlICS|Ipicomy < KlICI[B—Di2omif] 8
Aqui,
[IClls—v < KlIC|lB—D(£0B):
A limitagao de &' : R® — V é obtida de modo anélogo. B

Lema 4.2.2. Suponhamos que L : D(Ly, B) — B ¢ limitado. Suponhamos adicionalmente que
a equagio Lz = f € V - estdvel. Se o operador Lo—L € definido em todo o V e (Ly—L)V C B,
a equagdo Lz = fé D(Ly, B) - estduvel.

Demonstracio. Uma vez que D(Ly, B) ¢ D(L, B), é suficiente provar que a solugdo x € V
do problema de Cauchy pertence a D(Lg, B). Reescrevendo o problema na forma
Loz=(Lo—L)xz+ f, z(0)=qa,
vemos que qualquer solugdo do problema satisfaz & equagéo
z = W(Ly— L)z +Wf +Uc.

Uma vez que W : B — D(Ly, B), qualquer solugdo z € V da ultima equagao, e, conse-
quentemete, do problema de Cauchy, pertence a D(L£o,B). B
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4.3 Escolha e construcao da equacao modelo

Suponhamos que temos a equagio [6], [13]

(La)(t) E 2() + A(Dz(t) = F(t), t€[0,+00), (4.3.1)

onde f e a matriz A, de ordem n x n, sdo localmente somaveis em [0, +0o0). Como é conhecido
[13], [15] a solugdo geral z da equagho (4.3.1) define-se segundo a férmula de Cauchy

z(t) = X(t)z(0} +/C(t, 5)f(s)ds,
0

onde C(t, s) & X(£)X~1(s) ¢ a matriz de Cauchy da equagdo {4.3.1), X & a matriz fundamental

das solugbes da equagao homogénea Lz = 0, sendo X(0) = F, onde E ¢ matriz unitaria de
ordem n xn. A igualdade = =Cf + Xa, onde C ¢é o operador de Cauchy, define para cada par
f € Ly, o € R™, 0 elemento z da multivariedade linear D et D(L, L) de todas as solugdes da
equagdo (4.3.1). Esta multivariedade D torna-se um espago de Banach se a norma fér definida

segundo a igualdade

def
lzllo = L2l + |-

Daqui em diante vamos considerar que as colunas da matriz A e a fungdo f pertencem ao
espaco L,,. Denote-se por U a matriz fundamental da equagdo modelo

(Loz)(t) E 2(2) + Ao(t)z () = 2(t), ¢ € [0,-+00), (4.3.2)

onde z e as colunas da matriz Ay pertencem ao espaco Lo,. O operador de Cauchy W desta
equacgdo define-se pela igualdade

(Wa)(t) / W(t, $)2(s) ds,
0

onde W (¢, s) e U(t)U-1(s) é a matriz de Cauchy da equagdo (4.3.2). Aigualdade z = Wz+la
define, para cada par z € Lg, o € R*, o elemento z da multivariedade linear Dyg aef D(Ly, L)
de todas as solugdes da equagao (4.3.2). Esta multivariedade Dy torna-se em espago de Banach

se a norma for definida segundo a igualdade
def
Izllpe = Lo lLa + lod-

Suponhamos, que o operador W actua de Lo, em C. Como se sabe [16] a condigéo

¢>0

t
supf|W(t,s)|ds <00 (4.3.3)
0
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& necessaria e suficiente para que o operador W actue de Ly em C.

Se a condicdo (4.3.3) cumpre-se, para qualquer z € Ly, cada solugdo = = Wz + Uz(0) da
equagio Loxr = z pertence ao espago C. Neste caso diremos, que a equagdo (4.3.2) & C estdvel
[12]. Como est4 demonstrado [5], [18], [20], nestas condigdes para a matriz de Cauchy W (¢, s)
da equagdo (4.3.2), para certos M > 0 e § > 0, cumpre-se a desigualdade

Wit s)| < Me P9 0<s<t<oo (4.3.4)

Nos trabalhos {9], {10], [11] demonstram-sc afirmages que nos reformularemos aqui de forma
adequada aos nossos objectivos.

Teorema 4.3.1. Suponhamos que a equagdo (4.3.2) é C estdvel. 0 espaco D de todas as
solugies du equagdo Lz = f, para todo f € Lo, coincide com o espago Dy de todas as
solugdes do problema modelo Lox = z, para todo z € Lo, sendo as normas |- lo e |- lloe

. . . . , . . _1 def _
equivalentes sd e sdmente 36, quando existe o operador invertivel Q V'Z (W)™ Lo = Lo

No caso quando os espagos de Banach ID e Do coincidem diremos [11], [12] que a equagdo
(4.3.1) & Dy estével. :

Observagao 4.3.1. Nas condigdes do Teorema 4.3.1 a D, - estabilidade da equacdo (4.3.1) €
equivalente & C - estabilidade desta equagao e equivalente & coincidéncia dos espagos de Banach
D, Dy e W, /6], [12].

De notar que se a desigualdade (4.3.3) cumpre-se, entao a D,- estabilidade da equagao (4.3.1)
~ garante a estabilidade exponencial e a dependéncia continua das solugdes desta equagao em
relagio & f. Realmente, dos resultados do trabalho [18] deriva o seguinte teorema.

Teorema 4.3.2. Suponhamos que a equagdo (4.3.2) € C estdvel. A Dy - estabilidade da
equagdo (4.3.1) € equivalente ao facto de que a matriz de Cauchy C(t,s) desta equagcdo admate,
para certos N >0 ea>0,a estimagdo

IC(t,s)] < Ne®l=) 0 <s <t < +oo.

Destas afirmacdes segue que o sucesso da investigagao da estabilidade das solugdes da equagao
£z = f depende da escolha da equagio modelo.
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Na construgio da equagdo modelo propés-se |6] a seguinte ideia. Suponhamos que a funcao-

matriz U, com componentes absolutamente continuas, é tal que tem lugar U(0) = £ e

det U(t) # 0 para qualquer ¢ > 0, e para a fungdo-matriz W(t, s) o U(t)U~'(s) cumpre-

se pelo menos uma das condigdes (4.3.3) ou (4.3.4). Entdo, a expressao Ag(t) ©_U@U(e)
define a equagao modelo da equagdo (4.3.2), cujo operador de Cauchy W é conhecido.

Para qualquer funcdo-matriz [/, de ordem n x n, o problema para obtengdo da matriz 4,
é insolavel. Por isso mesmo vamos investigar certos casos especiais da matriz U/, andlogos a
matriz fundamental de equagdes com matriz constante.

Para a equagdo {4.3.2), com matriz constante A; de ordem n X n, a matriz fundamental
U constrde-se segundo n autovalores (tendo em conta a sua multiplicidade) da matriz Ag. Aos
autovalores da matriz Ay correspondem fungdes do tipo

e, e, eMcosput, eMsinut, tYeM cosput, t¥eM sin pt.
Estas fungoes sao linearmente independentes e ndo sdo iguais a zero simultdneamente em qual-
quer dos pontos do semi-eixo [0, +00).

Vejamos o caso, quando n = 2. Escolhemos duas fungdes quaisquer u;,us linearmente in-
dependentes e absolutamente continuas, diferentes de zero simultineamente em nenhum dos
pontos do semi-eixo [0, +00). Sem limitagdo da sua esséncia consideramos u;(0) = 1,u2(0) = 0.
Vamos escolher a matriz U sob a forma:

Uy (t) + (]!Ug(t) 5'U;2(t)
Uty =
Yus(t) w1 (1) + Bua(?)

Suponhamos que A(t) © det U(t) # 0 para todo ¢ > 0 . Entéo,

(73] (t) 4 CE'UQ(t) 6%2(t)
Alt) = =u? + (o + Bluyuy + (aff — 6v)u3.
Yua(t) ui(t) + Gus(t)

Por outro lado, como Ag = —U(t)U "'(t), entéo

Uy (t) + aug(t) Sy (2) 1 up () + Bua(t) —dus(t)
Ag - . o ‘ . K(_.t.j. . —
Yiia(L) U1(t) + Biia(t) —yus(t)  wi(t) + aualt)
1 ﬂlul + ,[_’),'L.Ll'tLQ -+ Of’l‘l.’.g’u.l + Cﬂg’ll.g 5(?;&2?1.1 - foU.g)
A(t) ’Y(’L'Lg’ul - 'L.Ll’u.z) ’t.Ll'U,l + CY'[L]?JQ + ﬁ’fLQ’M] + Cﬂ.g’u.g
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onde ¢ % af — év. Por outro lado,

1 ki(t,s) Sur (syua(t) — uy (E)ua(s)]
Wit,s)=UU 1 (s) = A0
Yur(shuz(t) — wi(t)uz(s)] ka(t, s)
onde
ki(t, 8) = ui{t)ui(s) + Bui(B)us(s) + aui(s)uq(t) + cus(t)us(s)

ka(t, s) = uy(£)uy(s) + auy (thua(s) + Buy(s)ua(t) + cua(t)ua(s).

Calculos imediatos permitem estabelecer que a matriz Ay satisfaz a condicao de Lappo-Dani-
levskil, isto é, a matriz Ay comuta com o seu integral.

O problema de encontrar a matriz Ay, em Maple 10, pode ser resolvido construinde um pro-
grama que permita, a partir de duas fungdes u;(-) e uo(-), encontrar os valores simplificados
da matriz. Um dos modelos deste programa esta ilustrado abaixo.

> wmetode := proc (u, v, e, f)
local Delta, k, m, ma, n, delta, gamma, d, X;
X := alphatbeta;
Delta := u~2+x*u*v+c*v~2;
k := simplify((diff(u, t))*u+beta*(diff(u, t))+*v+alphax(diff(v, t})*u+
cx{diff (v, t)}*v,{x = e,C=f});

m = simplify((diff(u, t))*u+alpha*(diff(u, t))+v+betax(diff(v,t)})+u+
cx(diff (v, t))*v,{x = e,C=f});

n := (diff(v, t))*u-(diff(u,t))*v;

ma:= f<I>(¢<,> (k, gamma*n), °<,>‘(delta*n, m));

d := simplify(Delta, {x = e}); #print(d); print(};

Maplets:-Tools:-Set(MMLV1: :algebraic=simplify(ma/d,{x=e,c=f}));
end proc:
> wmetodo(exp(t),exp(-t),0,0)
A ltima linha deste algoritmo mostra a escolha das fungdes uy(f) = €', ue(t) = e™* ¢ as
restricoes a+/ = 0, ¢ = 0. Ao considerar as restrigdes o = 8 =0 e ¢ = 0 o algoritmo anterior
muda e passa a tomar a seguinte forma.

> metodo :=proc (u, v, e, f, ¢)
local Delta, k, m, ma, n, delta, gamma, d, X;
x := alpha+beta;
Delta := U"2+X*Uu*v+c*v~2;
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k := simplify((diff(u, t))+u+beta*(diff(u, t))*v+alpha*(diff(v,t))*u+
cx(diff (v, t))*v, {alpha=e, beta=f, c=c});

m :=simplify((diff(u, t))*u+alpha*(diff(u, t))*v+betax(diff(v,t))+*u+
c*{diff (v, t))#*v,{alpha=e, beta=f, c=c});

n := {(diff{v, t))*u-{diff(u, t))*v;
ma:= ‘<|>(‘<,>*(k, gamma*n), ‘<,>‘(delta*n, m));
d := simplify(Delta,{alpha=e, beta=f}); #print(d); print();

Maplets:-Tools:-Set(MMLVL::algebraic=simplify(ma/d))};
end proc:
> metedo(exp(t),exp(-t),0,0,0)

O programa completo que permite encontrar, em Maple 10, a matriz Ay estd ilustrado a seguir.

> wmetodoi := proc {(u, v)
local Delta, k, m, ma, n, delta, gamma, d, Xx;
X := alpha+tbeta;
Delta = u™2+x*u*v+c*v~2;
¥ := simplify((diff{u, t))*u+betax{diff(u, t))*v+alpha*(diff(v,t))*u+
cx(diff(v, t))=v};
m := simplify((diff(u,t)}*u+alpha*(diff(u, t))*v+beta*(diff(v, t})*u+
ck(diff (v, t))*v);
n:= (diff{v, t))*u-{diff(u, t))=*v;
ma:= ‘<|>(*<,>(k, gamma¥n),‘<,>‘(delta*n, m)};
d := simplify(Delta);
Maplets:-Tools:-Set(MMLV1::algebraic=simplify(ma/d));
> end proc:
> wmetodo := proc (u, v, e, f)
local Delta, k, m, ma, n, delta, gamma, d, X;
x := alphatbeta;
Delta := u 2+xX*uxv+c*v™2;

k := simplify ((diff(u, t))+utbetar(diff(u, t))*v+alpha*(diff(v,t))*u+
c*(diff(v, t))*v,{x = e,C=f});
m := simplify((diff(u, t))*utalpha*(diff(u, t))+v+betax(diff(v, t)}*us
cx(diff(v, t)})*v,{x = e,C=f});
n := (diff(v, t))*u-(difflu, t))*v;
ma:= ‘<[>(‘<,>*(k, delta*n), °<,>‘(gamma*n, m));
d := simplify(Delta, {x = e}); #print(d); print();

Maplets:-Tools:-Set(MMLV1::algebraic=simplify(ma/d)};
> end proc:

> metodo := proc (u, v, e, £, <)
local Delta, k, m, ma, n, delta, gamma, d, X;
Delta := uU™2+X*Uu*v+Cc*v™2;

k := simplify({(diff(u, t))*u+betax(diff(u, t))*v+a1pha*(diff(v,t))*u+
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c*{diff(v, t))+*v, {alpha=e, beta=f, c=c});

m = simplify((diff(u, t))*u+alpha*(diff(u, t))*v+beta*x(diff(v, t))*u+
c*(diff (v, t))*v,{alpha=e, beta=f, c=c});

n = (diff(v, t))*u-(diff(u, t))s*v;

ma:= ‘<|>7(“<,>"(k, delta*n), *<,>‘(gamma*n, m));

d := simplify(Delta,{alpha=e, beta=f}); #print{d); print();

Maplets:-Tools:-Set (MMLVi::algebraic=simplify(ma/d));
> end proc:
> metodom := proc {(u, v, e, f, c,gam,delt)
local Delta, k, m, ma, n, delta, gamma, d, x;
X := alpha+tbeta;
Delta = u™2+x*usv+c*v=2;
k := simplify{((diff(u, t))+*u+beta*(diff(u, t))=*v+alpha*(diff(v,t))*u+
cx(ditf(v, t))*v, {alpha=e, beta=f, c=c});
m :=simplify((diff(u, t))*u+alpha*{diff(u, t))+*v+beta*(diff{(v,t))*u+
c*{diff(v, t))*v,{alpha=e, beta=f, c=c});

n := (diff(v, t))*u-{diff(u, t))}#*v;
ma:= ‘<[> (*<,> (k, gamma*n), ‘<,>‘(delta*n, m));
d := simplify(Delta,{alpha=e, beta=f}); #print(d); print();

Maplets:-Tools:-Set{(MMLV1: :algebraic=simplify(ma/d, {gamma=gam,delta=delt}});
> end proc:
> use Maplets:-Elements in

maplet := Maplet(

onstartup = RunWindow(W1),

Window[W1]

( "Equagdo Modelo”,

MenuBar (Menu("File*, Menultem("Clear", ’onclick’=’clear’),
MenuItenm("Exit", Shutdown{) }),

Menu("Gallery", Menultem{"Exemplo 1", ’onclick’=’exemplol’),
Menultem{"Exemple 2", ’onclick’=’exemplo2’),
MenuItem("Exemplo 3", ’onclick’=’exemplo3’)),

Menu("Help", Menultem{"Help", Shutdown(}),
MenuItem{"About Equagdo Modelo", Shutdown(}))

),
[
{"Fungdo 1: ",TextField[’£f1*1(30)," "],
["Fungdo 2: “,TextField[’£27](30)," "],
[”Restrigées 1: ","alpha+beta =" TextField[’r1'](2),
: "¢ =", TextField[’¢1°]1(2)," "1,
[“Restrigdes 2: ","alpha =", TextField[’r2?](2),
"beta =", TextField['r21'](2),
"e =" TextField[’c¢2'](2)," "I,
["RestrigBes 3: ","gamma =", TextField[’r3'](2),
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"delta =",TextField[’r31°](2),* "],
("1,
MathMLViewer [’MMLV1’] (’width’=500, 'height’=400),
[Button("Mostrar a Matriz Sem Restri¢des",
Action{Evaluate{function = ’wmetodol(f1,£2)7)))],
[Button("Mostrar a Matriz R1",
Action(Evaluate(function
Button("Mostrar a Matriz R2",
Action(Evaluate(function
Button{"Mostrar a Matriz R3",
Action(Evaluate(function = ’metodom(fl,f2,r2,r21,c2,r3,r31)'3))1],
[Button("Clear”, ’onclick’=’clear’), Button("Exit", Shutdown()}]
1,
Action[’clear’] (SetOption(’f1°=""},
SetOption(’f27=""),
SetOption(’r1’=""},
SetOption(’cl?=""),
SetOption(’r2°=""},
SetOption{(’r217=""}),
SetQption(’r3’=""},
SetOption(’r31°'=""),
SetOption{’c2’=""),
SetOption(’*MMLV1’="")
),

Action[’exemplol’] (SetOption(’f1’=’exp(int{lambda(x),x=0..t))’),
SetOption(’f2’=’t*exp(int(lambda(x),x=0..t))’),
SetOption(’r1’'=’07),
SetOption{’cl’="Q’)

.

Action[’exemplo2’] (SetOption(’f1’=’exp(t}’),
SetOption(’£2’="exp(-t)’},
SetOption(’r2'=’07),
SetOption(’r21’='0"),
SetOption(’c2’=’0")

),

Action[’exemplo3’] (SetOption(’f1’="cos(int(f{x), x
SetOption(’f2’=’sin{int(f{x), x
SetOption(’r2’=70"),
SetOption(’r21'='07},
SetDption(’c2’=’1’)

) ),

'wmetodo(f1,f2,r1,c1)?))),

‘metodo(f1,£2,r2,r21,c2) 1)},

0 .. t))'),
0..tN"),

> end use:
> Maplets:-Display(maplet);
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A Fig. 4.1 ilustra a forma grafica do programa anterior. Basicamente o programa funciona de
seguinte modo: o utilizador introduz duas fungdes e as respectivas restrigoes.

";‘-; T [Vasugio Madelo B e <
Ao Galory Holp

Fustor: | ]

Fungho 2 [ |

Resngfest:  aptwsben= ]| co ||
Pestibosz  wom= || bwse [ | oo [ ]

Restigles 2 gavnme l:lcun- E

[ octrer & atriz Sem Resingdes |
Mot sttt | ot aMzrz ] [ e e 3 ]
1 Cow . é_J
Fig. 4.1

Ao clicar o botiao Mostrar a Matriz Sem Restrigdes surge uma matriz sem qualquer res-
trigao e ao clicar o botdo correspondente as restrigdes indicadas aparece a solugao simplificada.

O programa perrmite que para as mesmas fungdes o utilizador mude varias vezes as restrigoes
fornecendo, deste modo, um mecanismo para escolher a matriz que achar conveniente depen-
dendo das restricbes. Vamos ilustrar o funcionamento do programa com alguns exemplos.

Exemplo 4.3.1. Sejam u,(t) = €', wup(t) =e'. A matriz Ag toma a forma
) e+ f—a—ce —26

Alt) 27 et t+a—f—ce® ,

Ap(t) =

onde A(t) = % + a+ f+ce™®. Assim,

1 et + Bt~ 4 ae®t +cet? 5{e*t —et~*)
Wit s) = —

A(S) ,y(ea—t _ et—s) eH-s 4 aet—s - ﬁes—t + ce-—t-—s
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onde A(s) =e* +a+F+ce™. Sca=F=0¢ c=0 cntdo

1 —20e™%
A() -
—2ve~ % 1
e
) elts 6(83”’5 _ et—s)
W(t, S) =
€ ,Y(esﬂ‘. _ et—a) ef.+.-3

A Fig. 4.2 mostra a forma grafica do programa para este exemplo. [ ]

@ SRR
Pie Goery Wb j
Fungho 1: [e) i
Funglo 2 [ omtd) |

Rostrifes ;.  aptebens || e+ [ |
Recrifesz  eras [0 | bees [0 ] e- [0 ]
Fazricdes X gamrm e CI clelta = D

' 1 ~28e-30
~2yatI0 1

| Moxtre » Mattz Som Restricles |

_ Mosrw asmt R | [Cwosrwomariziz ] [_Mostre o ez Ay

= (=]

Fig. 4.2

Exemplo 4.3.2. Sejam

w () = cos ( /0 t )\(s)ds) . us(t) =sin ( /0 t A(s) ds) :

onde A{-) € uma funcéio escalar mensuravel e limitada na sua esséncia no semieixo [0, +00).
Para nossa comodidade fagamos as seguintes denotagées:

At s) ¥ / A7)dr,  AE) € A(t,0).

3
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A matriz Ao(-), para a = =0 e c=1, toma a forma

0 SA)
Ag(t) = -
yA(t) O
Neste caso obtemos: A(t) =1,
cos A(t, s) +sin (¢, 5) dsin A(t, s)
Wi(t,s) = ) ) )
~ysin A(t, 5) cos At, s) + sin A(t, s)

Para que tenha lugar a estimagiio exponencial (4.3.4) da matriz de Cauchy W (¢, s) ¢ necessério
e suficiente que se cumpra a desigualdade

Fungio 1: [ coslrttitatx = 0..1))

Fugio2 [Snartipox=0..0) ]

Rosiriclas +-  aiphasbats = D c= D
RostiglesZ  aphar [T | bame [IZ] P
Rostgles s genmas | | ceta= [ ]

[ [ af(z)J
Tfi) ©

i Mosirar o Mariz Sorm Raetredos |

| ot ez | [ Mosrwrabazra | | Woztrw aMatriz R3]

o]

Fig. 4.3
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4.4 W-método e estabilidade

t
Definigio 4.4.1. O operador de Cauchy (Cf)(t) = fC(t,s)f(s)ds da equagdo L = f diz-se
0
que usufrut a propriedade (By,B,) se actua continuamente do espago B, no espago Ba.

Nesta definicdo, B representa o espago de Banach de funcdes z : [0,00) — R", cujos elementos
sio somaveis em cada segmento finito [0,b]. Suponhamos que temos a equacao modelo Loz = 2
escolhida com propriedades assimptoticas da solugao

5(t) = U(0)2(0) + f WL, 5)2(s)ds, (4.4.1)

que é apropriada para a equagao Lz = f, por investigar. Pretende-se estabelecer a invertibili-
t

dade do operador (Wz)(t) = / W(t,s)z(s)ds.
0

Teorema 4.4.1. Suponhamos que L : D{Ly,B) —» B ¢ € limitado. Entdo as seguintes afir-
magdes sdo equivalentes.

(a) Os espagos D(Ly,B) e D(L,B) coincidem e além disso as normas
2 /picom = ||£ozls + [12(O)lze € |12l = l1£zlls + 120
sao equivalentes.
(b) Euxiste a inversa [LW]™!: B — B limiteda.

(c) A solugdo do problema de Cauchy Lz = f, z(0) = a, pertence a D(Ly, B) para cada
{f,a} e BxR".

O espago D(Ly,B) ¢ isomorfo ao produto B x R™. Além disso o isomorfismo & definido
pela equagio {4.4.1). A D, -propriedade garante que a parte principal LW do operador
£ :D(Ly,B) — B ¢ Fredholm.

O teorema anterior fornece um esquema para decidir se os elementos = € D(L,B) (as solugoes
z da equacio Lz = f, [ € B} possuem uma dada propriedade (por exemplo, a propriedade
x € Lo, se f € Ly, ). Por conseguinte, a aplicagdo do W-método reduz-se a escolha da equagao
modelo Loz = z (& escolha do operador W) com as seguintes condi¢des a cumprerem-se [15]:
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(a) A multivariedade Yy C Y com as propriedades dadas coincide com D(Lo, B).
{b) O operador £ ¢ tal que £L:D(Ly,B) = B
(c) O operador LW : B — B & invertivel.

A invertibilidade de LW = I — (Lo — L)W & garantida pelo principio de Banach, se é vélida a
estimacao
1(£o = LYW|[—p < 1. (4.4.2)

Em virtude da equivaléncia das afirmagdes (b) e (c) do teorema anterior, a invertibilidade
de £ : B — B & cquivalente a invertibilidade de WL : D(Lo, B) — D{Lo,B). Além disso
a afirmacdo (c¢) ao pertencer as solugdes do problema de Cauchy para Dy & equivalente a
solvabilidade da equacgao

WLr=z—-W(Ly— Lz =W[+Ua (4.4.3)
no espago D(Lgy, B}. Deste modo a estimagao

[IW(Lo — L)l|p(coB)—nicom) <1 (4.4.4)

garante a Dg— estabilidade.

£ util observar que no caso de £y — £ : V — B ser continuo, a estimagio (4.4.4) pode
ser substituida por
||W(£0 — ﬁ)“v_.v < 1. (4.4.5)

Este resultado resulta do facto de qualquer solugio z € V da equagio (4.4.3) pertencer a
D(Lo,B).

Para ilustragio, considere-se a equagdo |15}, [13]

(L2)(t) € #(t) + At)a(t) = f(t), t€ [0,00), (4.4.6)

assumindo que os elementos da matriz A,y, sio mensuraveis e essencialmente limitadas no
semi-eixo [0,00) e que as colunas desta matriz pertencem a Lo,. Na qualidade da equagao
modelo escolhamos

def

(Loz)(t) = 2(t} + ez (t) = 2(t)
com ¢ = const > 0, B=LY, 0 <y < . Assim, para a matriz fundamental e para o operador
de Cauchy da equagdo modelo temos

t

U(t) = Eexp(—¢t), (Wz)(t) = /exp("w(t'—S))Z(S)dS-
0
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A invertibilidade do operador LW : LY, — L7 garantira a propriedade (L),,L]) do operador
de Cauchy da equagdo (4.4.6). Para formular a verificacgo da condigdo de invertibilidade do
operador LW seré usado o seguinte raciocinio.

Tem-se Wz = z — {1z, onde

(@2)(6) = B = A®)] [ expl—plt = s))a(e)ds, 10l < veaisup||Bp — A

t

) 1
/ explie — 7)(s — £) exp(ys)[2(s)|ds < vraisup || B — Al ——|lzig1 -
J >0 w— e
Assim,
1
Qly » ~ < vraisup||Ey — A}Y|——.
1901y s, < veaisupl| B — AWl|——

Em virtude do Teorema 4.4.1 obtemnos a desigualdade
vraisup [ £l — A{)[| <@ -,
t2

com b > 0 que garante a Dy— estabilidade da equagio (4.4.6). A estabilidade ndo é violada se
a matriz A ¢ definida arbitrariamente no secgmento [0, 00), por exemplo, A(t}) = E¢. Portanto,
o resultado final pode ser formulado do seguinte modo:

Teorema 4.4.2. Suponhamos que existe um nimero @ > 0 tal que
vrtai lim||Eg — A(t)]| < . (4.4.7)

Entio o equagio (4.4.6) € C7-estdvel pura v > 0 suficienternente pequeno € as solugdes desta
equagdo sdo exponencialmente estdveis.

Se no espaco R™ definimos a norma ¢} = max{|¢!|,...,|€"|}, entdo para a matriz A = (a;;) a
n
norma é ||a|| = max Z |a;;|. Esta normalizagio da equagao (4.4.7) € valida se
2317

=1

veailim {w WNOEDY |aij(t>|} <g, i=l..,m

JF#

Daqui, assumindo que y > max{vrtai lim |a; ()|}, obtemos:
1 —00
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Corolario 4.4.1. Suponhamos que a desigualdade

vrtfﬂgm {ai,;(t) — Z |at-j(t)|} >0, i=1,...,n,

J#i

¢ vdlida. Entdo as solucées da equacio (4.4.6) sdo exponencialmente estdveis.

Esta afirmacgao pode ser enunciads de forma mais precisa, usando como equagdo modelo
uma equagio mais complicada. Assim, assumindo (Lox)(t) = &(t) + Aoz(t), onde
Ao = diag(ip1, . .., pn), Obtemos a afirmagao seguinte:

Teorema 4.4.3. Suponhamos que existem nidmeros positivos @i, ..., Pn tais que
vrta}igm {(plaii(t) —gtpﬂaw(t)l} > 0, i=1,...,n.
J#

Entdo as solugdes da equagdo (4.4.6) sdo exponencialmente estdveis.

4.5 Critérios de C estabilidade

Vamos neste pardgrafo formular trés critérios de C— estabilidade [6] da equagdo (4.3.1) com

matriz
p(t) a(t)
Alt) =— ;

r(t) v(t)
onde p(-), q(-),7("),v(-) sdo quaisquer fungdes escalares mensuraveis e limitadas na sua esséncia
no semi-eixo [0, +00).

Critério 4.5.1. Suponhamos que se cumprem as desigualdades: vraisupi(t) < +oo,
© 20

1
{vraisup |q(t) — 7(t)| 4 vraisup |p(t) — v(t)|} x vraisup¥(t) < —=,
t>0 >0 >0 \/5

t t

onde B(t) 2 f exp f e(r)dr | ds, () & p(t) + la(8)].

Entio a equagio (4.3.1) € C estdvel.
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Demonstragao. Na qualidade de equagao modelo vamos escolher a equagdo (4.3.2). Primeiro
mostremos que para esta equagdo a matriz a considerar é

p(t) qlt)

q(t) p(t)

Ao(t) = =

Para tal, escolhemos as fungdes (6]

it = J; s B/Ot M) ds Jﬂth(s) ds

onde A;, Ay sdo quaisquer fungbes escalares mensuraveis e limitadas na sua esséncia no semi-
eixo [0,400). Suponhamos, por definigio, que A;(t) < Ay{t) para quase todo t > 0 e, para
nossa comodidade, fagamos as seguintes denotagées: :

t
def

Mt s) € '//\i('r)dr, N E X0, i=1,2.
]
Inicialmente a matriz Ay, para c=0e a+ =1, tem a forma

M) + a(Aa(t) — M () 6{A2(t) — Ai(t))

Y(Aalt) — Mi(t)) Aa(t) + (A () = Ao(2))

Ao(t) = —

onde A(f) = eMO+20)  Para que tenha lugar a estimagio exponencial (4.3.4) da matriz de
Cauchy W (¢, s).

eMits) 4 a(eiz(z,s) - e:\l(t,s)) 5(6:\2(:,3) - e:\l(t,s))
Wi(t,s) =

7(65‘2“:‘9) —_ e’\l(tvs)) ei2(t13) — a(e:‘2(t73) —_ es‘l(tss))

¢ necessario e suficiente que se cumpra a desigualdade [6)

t

lim L Ag(T)dr < 0.
t—s— +oo — 8

s — +oo s

Sejam @ = =v=4§ =1/2 e denote-se

[« 9
.

b2

() + (1)), g(t) €

p(t) = (A2(2) = A1 (2)) -

b2 =
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Entéo,
A(E) = plt) —qlt),  Aelt) = p(t) + q(t).
Sea=8=1/2, y=46= —1/2 ¢ denotando-sc

PO 00+ 20), a0

entao,
A(t) = p(t) +q(t),
Em ambos 0s casos temos:

a(t) p(t)
e a matriz de Cauchy tem a forma
¢

( chj q(7) dr sh/ g(T)dr \

L]

T)dT
W(t, s) =e/s pl7)

t

\ sh/ q(r)dr Chj g(r)dr |

8

A condigdo vraisupy(t) < +oo garante a C- estabilidade da equagao (4.3.2).
20

Calculamos a expressao
t

(K2) (1) / K(t,5)2(s) ds,

0
onde K(t,s) o (Ao(t) — AW (L, s). E obvio, que LWz = z — Kz. Segundo a observacio
4.3.1, a C- estabilidade da equagdo (4.3.1) é equivalente & Dy—estabilidade. A desigualdade
K Lee—Le <1 (4.5.1)

" & condigao suficiente para a invertibilidade do operador LW : Ly, — L.

A norma ||z|| do elemento z € L, z = col{z, 2;} definimos segundo a igualdade [6]

2|l & \/(vrai sup |z (£)])2 + (vraisup lza(t)])2.
>0 t>0

Nas condigdes do Critério 4.5.1 a desigualdade (4.5.1) cumpre-se. B
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Critério 4.5.2. Suponhamos que se cumprem as desigualdades: vraisup $(t) < +co,
£20

{vraisup |¢(¢) + 7(t)| + vraisup |p(t) — v(¢)|} x vraisup ®(t) < 1,
t20 £>0 £20

t t

onde P(t) déffexp fp(T) dr | ds.
0 s
Entao a equagio (4.8.1) é C estivel.

Demonstragao. Na qualidade de equagdo modelo vamos escolher a equagdo (4.3.2). Vamos
mostrar que a matriz Ay para esta cquagdo ¢ do tipo

p(t) q(t)

—q(t) p(t)

Para tal escolhemos as fungdes |6]

uy(t) = e/OLA(S) “ cosjﬂ(s) ds, uy(t) =e/0t As)ds sinjﬁ(s) ds,

onde A, 8 sdo quaisquer fungdes escalares mensuriveis e limitadas na sua esséncia no semi-eixo
[0, +00). Para nossa comodidade fagamos as seguintes denotagoes:

2 t

At s) & f Ar)dr, 0(t,5) ¥ / o(r) dr, Mt) ¥ A0, 6(2) ¥ 6(¢,0).

3 5

Inicialmente a matriz Ag, para c=1 e a+ =0, toma a forma

At) — 98(t) 36(t)
Ag(t) = — ,
Y6(t) A(E) — ab(t)

onde A(t) = et Para que tenha lugar a estimacdo exponencial (4.3.4) da matriz de Cauchy
Wit, s)
. cosB(t, s) + asin 8(t, 5) Ssin 6(t, 5)
W(t,s) = M) : :
vsinf(t, s) cos(t, s) + Asinb(t, s)
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é necessario e suficiente que se cumpra a desigualdade [6]

t— 8 — foo
8 — +4oo

¢
lim L ]A('r) dr < 0.
t—35
4

Sejam a = =0, vy= -4 = —1 e denote-sc:

p(t) €M),  q(t) E 6(2).

Se a=0=0, y=-8 =1, denote-se

Em ambos os casos temos:

p(t) q(t)
Ao(t) = —
—q(t) p(t)
e [ L
, cos/q(r) dr sinfq('r) dr
W(t,s) = e/s p(rydr ) )
—~sin | g{7)dr cos [ g(T)dr
e e o

A condigido vraisup¥(t) < +oo garante a C— estabilidade da equagao (4.3.2).
£20

Calculamos a cxpressao
t

(K2)(6) / K(t,5)2(s) ds,

0

onde K(t,s) o (Ao(t) — A(t)W(t,s). E obvio, que LWz = z — Kz. Segundo a observagao
4.3.1, a C- estabilidade da equagio (4.3.1) é equivalente & Dy~ estabilidade. A desigualdade
(4.5.1) é condigdo suficiente para a invertibilidade do operador LW : Lo, — L.

A norma ||zl do elemento z € L,, z = {21, 22} definimos segundo a igualdade

def . .
uﬂ%é¢memmm+memmm
t20 t>0

Nas condigdes do Critério 4.5.2 a desigualdade (4.5.1) cumpre-se. B
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Critério 4.5.3. Suponhamos que se cumprem as desigualdades: vraisup ®(t) < +oo,
£>0

{(vraisup |p(t) ~ v(£)])? + (vre:i)gup lq@)])* + (Vretmiﬁup |r(t){)2} X vrai sup <I>-(t) <1

>0 £>0

Entdo a equagdo (4.8.1) é C estdvel.

Demonstragao. Na qualidade de equagao modelo vamos escolher a equagiio (4.3.2). Mostremos
que a matriz Ay para esta equacio modelo & do tipo

p(t) O

0 p(t)

.m(t) ) efot,\(s) ds ) = te/;)\(s) i

Para tal fagamos [6]

H ?

onde A ¢ uma fungio escalar mensuravel e limitada na sua esséncia no semi-eixo [0, +00).

Inicialmente a matriz Ao(t),parac=0e a+ (= 0, toma a forma

Alt) + )
Ao(t) =
v A +8

t
2/ As)ds
onde A(t) =e Jo e a matriz de Cauchy W(t, s)

/t,\(T)dT T+alt—s)  §(t—s)
W(t, s) =eJs

Yt —s) 14+8(t—s)

Para que tenha lugar a estimacéo exponencial (4.3.4) da matriz de Cauchy W(t, s) & necessirio
e suficiente que se cumpra a desigualdade [6] '

t
1
lim /A('r) dr < 0.
iGke tos

Se nas matrizes Ao(f) e W(t,s) colocarmos o = § = v=206 =0, M) = p(-) entdo estas
matrizes tomam a forma
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Wit s) = evfs plrydr (19

01

Repetindo os passos dados na demonstragao do Critério 4.5.2 obtemos que, nas condi¢des do
Critério 4.5.3, a desigualdade (4.5.1) cuwpre-se. W
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CONCLUSOES E RECOMENDACOES

Este trabalho teve como objectivo geral fazer uma abordagem sobre alguns critérios de
C-estabilidade de sistemas de equagoes diferenciais ¢ levar a cabo, de um modo pedagégico ¢
metodolégico, um estudo sobre D e C- estabilidade de sistemas de equagdes diferenciais e,
como objectivo especifico, gencralizar os critérios de C- estabilidade obtidos em [6]. Utilizando
métodos numéricos fez-se a demonstracdo computacional para alguns exemplos de sistemas
diferenciais.

A maior parte dos conceitos aqui apresentados foram criteriosamente estudados de modo a
alcangar o objectivo do trabalho, No pardgrafo sobre a fungao de Cauchy demonstramos algu-
mas das suas propriedades. No capitulo sobre a estabilidade de sistemas diferenciais fez-se a
analise da estabilidade de sistemas diferenciais lineares homogéneos. Gostaria de propor que se
estenda esta andlise para os casos nio lineares.

Os algoritmos e resultados computacionais apresentados estdo estritamente ligados ao caso
em estudo. O uso dos pacote Matlab 6.5 e Maple 10 permitiu-me encontrar resultados que de
outra forma seria muito mais trabalkoso. Por outro lado, o software Matlab 6.5 permitiu-me
elaborar um software para a anélise grafica de estabilidade, enquanto que o Maple ofereceu-me
possibilidades de construir um softwarc para, através da introdugio de duas fungoes, obter
as matrizes (uma das quais é a matriz de Cauchy) para a equagdo modelo. Neste trabalho a
equagao modelo ¢ de segunda ordem. Proponho que os algoritmos e os resultados computa-
cionais sejam melhorados e que seja feita a analise para o caso duma matriz de ordem superior
a dois.
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